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МАТЕМАТИКА

С. Я. ГУСМАН

О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕГУЛЯРНЫХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ 
КОШИ-РИМАНА С НЕЛИНЕЙНЫМИ 

ПРАВЫМИ ЧАСТЯМИ

Система уравнений

ժ« д-v .------ —х=/։(х. у, и, V) 
дх ду
dv , ди t .
7֊ + — =А(А у. н, и) дх ду

(О

записывается в виде одного уравнения 

от *=л(г, от). (2)
где

/у, от = и 4- iv, a (z. wI = — (/\ (х. у. ч

Уравнение (2)
MAU у, и, V)).

и его решения подробно исследованы в монографии
|1] для случая a (z, w) = и (z) w 4- b[z) w-r с (г), где a(z).b{z) и с (г)
принадлежат АР(О) или 1.р р^>2. Ниже приводятся некоторые ре
зультаты для более общего случая, когда а (г, от) непрерывна ио от 
при любом z( Ь, где Ь — замыкание области /). измерима при любом
непрерывном от (z) и удовлетворяет неравенству

|л(г. ®)|<«(г)(Нг-|+ 1)’(1п(|и| + 2))’,. (3)

где a(z) принадлежит Lp (/5) или 1.Р. ч, если область I.) неограничсна. 
р>2. Если D — область римановой поверхности R. то a(z, от) 
должна быть ковариаитой вида

и{г^. от) ~a(z, от)^֊«
02*

u{z) изменяется н этом случае по закону а [г*) = а{2) ՝ О

пространстве LP на R см. [2|.
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Регулярным решением уравнения (2) назовем непрерывную в П 
однозначную функцию w(z), которая почти всюду имеет обобщенную 
производную и удовлетворяет уравнению (2).

1. D комплексная плоскость.
Теорема I. При. «Հ1, а также при а=1 и ճ <լ() су шест

вует регулярное решение уравнения (2). принимающее в данной 
точке z0 данное значение а»0.

Доказательство. Введем вспомогательное переменное '(г) — 
— *р(2) —won рассмотрим интегральное уравнение

:(։)= ' ( [“Г а <4>
" J J (^-z)(/-z0)

Из неравенства (3) следует, что оператор Л' переводит при доста
точно большом натуральном п множество функции, удовлетворяющих 
условиям

Գ_֊2 (/(z)) <Պ /(?•) =0, (5)
л

в себя. По принципу Н1аудера уравнение (4) имеет в этом множе
стве решение '.0(z). Функция ^(z) +- ձւ՚0 является искомой.

Замечание 1. Условие а<1. так же как и непрерывность 
a (z, х’) по ьу, являются существенными для справедливости теоремы 1. 
и > . Н. iz|<-l, ьу=ОНапример, если a {z, w) — ; • то не существует ре-

10. z >0 или w.-^O
гулярного решения уравнения (2), равного нулю s начале координат. 
Примеры уравнений вида (2), не имеющих целых решений, для лю
бого а>1 имеются в работе |3|.

Замечание 2. Из условии теоремы I не следует единствен
ности регулярного решения, равного в точке д,. Например, урав

нение (2) при а (г, «՛) = имеет наряду с

решением и՝ 0 гакж решение о», = И I. которое тоже ран

но нулю в начале координат. Уравнение ш- — a(z)w , где 
a(z) է Լ/ք. Հ;<>, имеет ровно и регулярных решений, принимающих 
значение wo^O в точке z0.

2. D — ограниченная плоская область ;:ли область на замкнутой 
римановой ■. о не о х ноет н.

Теорема 2. Пусть Рп — точки D. a wn —про
извольные комплексные числа. При 7.<Հ1. а. также прил—Х и 
Ց < 0 существуют однозначные решения уравнения (2), принимаю
щие •>՝ каждой точке Рь значение к՛*, /г —!.•••, п.
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Доказательство. Введем вспомогательное переменное 
. (z)= w (z) — ® (г), где о(г) ограниченная на D аналитическая функ
ция. принимающая в точке /Д значение a.՛*, k = !,-••, п. Полагая 

ք(Հ г) = Д (/, z) — շ Д (Հ z(Pft)); где Л(/, z) — ядро Коши на Ь 
*-д

;см. [4]), рассмотрим интегральное уравнение

-.(2)֊ :</)+<?(/»Л ((, Z}d-.,. (4՜)
п

По принцип) Шаудера оно имеет решение Z0(z); функция C0(z) ■-(’) 
является искомой.

Следствие. Уравнение

[(г г։)...(2-2я)] '
ide zv> • •, г,, различные точки плоской области D. имеет при 
а<1 и при а=1,3 и регулярные решения.

Тем՜) рем а 3. Если последовательность (wn(z)) регулярных 
решений уравнения (2) сходится равномерно с D к w(z). то w(z) 
является регулярным решением .иного уравнении.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сходящейся носледовател ьности «Հ (z) | 
соответствует по формуле

?(г) = w(z) 4- ^a(r. w (/)) Я (Л г)^г (7)

'о
равномерно сходящаяся последовательность аналитических в /J функ
ций, предел которой аналитичен в D, откуда и следует справедли
вость теоремы 3. При доказательстве этой теоремы неравенство (3՝ 
не используется.

Теоремы 2 и 3 остаются справедливыми на произвольной откры
вай римановой поверхности D. если a(z) имеет компактный носитель. 
Если D — замкнутая риманова поверхность, то, как показал К). Я. 
Родин, лаже уравнение

и»֊ = а (з) (8)

не имеет в общем случае регулярных решений, гак как его решения 
выражаются формулой

w (?) = Ф (г) ( (Л г) a (t)de..

з .4 (Հ z) на I) имеет особенности по z.
3. Частным случаем уравнения (2) является уравнение 

ге'у = a f?, w) w, (9)
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однако, оно не удовлетворяет при ։>0и при а = О, В >0 условиям
теорем 1 и 2. При а>0 это уравнение может не иметь регулярных 
решений [3j. но при я = 0 и 3 . I на уравнение (9) распространяются 
результаты теоремы 1. Для доказательства достаточно сделать под
становку 4=*1nw. Возможность этой подстановки обеспечивается тем.
что в силу неравенства (3) ограниченное на всей плоскости и нс 
равное тождественному пулю решение уравнения (9) является обоб
щенной аналитической функцией и не имеет нулей.
11ерм։ кии государственным 
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112-ԴԾԱ:’.1’Ն ԱՋ ՍԱՍԵՐՈՎ ԵՈՇ1’-1հհՍԱՆ1’ lll’USUIFI’ ՌԵԳՈՒԼՅԱՐ ԼՈԻԾՈ1’1Ո4)Ր1« ԳՈՑՈՒՌՈԱՆ ՄԱՍԵՆԱ մ փ ո փ ո । մ
Աշխատության մեջ դիտարկվում կ Աոշի-Ռիմանի U ~ = Cl(ZtW) ււիստ 

բ ավականւււչւսփ րնղհանար տեսքի աջ մասով. որ բավարարում Լ որոշակի 
դնահատականի, ե ուսումնասիրվում են նրա ււեդու/ւար /ումո՛ մն/ւրր: Այն 
դեպքում, երբ օիստեմր որոշված Լ ամբողջ հարթության վրա, ապացուցված 
Լ Կոշսւ խնդրի ոեդսւ/յար /ածման դսյությանր ընդհանրապես ոչ միակ այն- 
պիսի ՜ երի, որոնց ահր րսսէ ւճ' - ի ենթարկված / մի քանի անհավւս-
4արոէթյէէէննե/էի։ Համանման պնդա մներր երևան են բերված սահմանափակ 
Հարթ կամ փակ սիմ ան յան մակհրևայթնևրի վրա ցանվող տիրույթների դեպ* 
քամ, ինչպես նաև '.ետադասված f; ւրեդու/յար /ածումների '.ավասարւպափ 
UUI ՛մանների վարրր:
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