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П. А. БЕЗИРГАНЯН

ЗАВИСИМОСТЬ ДИФРАКЦИОННОЙ ШИРИНЫ 
СПЕКТРАЛЬНОЙ ЛИНИН ОТ РАЗМЕРОВ 

ОТРАЖАЮЩЕГО КРИСТАЛЛА

Как известно, размеры и форма области вокруг узлов обратной 
[юшетки, в пределах которой значения интенсивности дифракционного 
йякснмума существенны, зависят от размеров и внешней формы отра­
жающего кристалла.

Границы этой области в случае параллелепипедального кристалла 
обычно определяются из следующих условий:

‘ (1) 
Л'э

где A, k, I— целые числа,

Ду, А» Аг3 — числа атомов соответственно в направлениях <*.  b и с, 
с. պ, С — компоненты вектора 5л. параллельные трем осям об­

ратной решетки, выраженные как кратные обратных 

трансляций а*.  /;*  и с*.

I f=5 —50 —где 5 и 50 -единичные векторы направления распро­
странения отраженной и падающей волн соответственно. 

Яо (I) получается, что размер вышеуказанной облает вокруг узла 
обратной решетки а данном направлении, а следовательно, и ширина 
^Фракционного максимума в этом направлении, зависят только от 
размера кристалла в этом же направлении.

Таким образом, по (I) получается, что узлы обратной решетки 
грн малых кристаллах, превратятся в параллелепипеды со сторонами

Ճ*  Л’ <.՝*
Л։ Л2 Л'з

величины которых обратно пропорциональны соответствующим вели- 
,чипам сторон кристаллического параллелепипеда.

Условия Ц) юл учены на основании формулы для интенсивности
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/= ֊■֊■— J 
/?' °'

где Jo—лауэвская функция интерференции

/ e!*niOW։0  sii։ ("iV5T.) sin'՜ (~-’V3s) ,շ.
Sin: (հհ) Sinfl(RVj) sintt(«Q

Соотношения (1) и вытекающие из них выводы получены на ос­
новании следующих двух предположений:

I. Величины Հ պ и С в области вокруг узлов обратно;։ решетки, 
в пределах которой значения интенсивности дифракционного макси­
мума существенны, то есть в пределах (1), независимы друг от друга.

2. Волны, рассеянные различными атомами облученного объема 
в направлении точки наблюдения, считаются параллельными.

На основании этих предположений доказывается |1|— [4], что 
ширина спектральной линии (колец Дебая-Шеррера) зависит только 
от размеров кристалла в направлении нормали отражающих плоскостей.

В данной работе рассматривается характер независимости вели­
чин с. 7 и ' друг от друга и доказывается, что ширина спектрально,: 
линии (колец Дебая-Шеррера) зависит как от числа отражающих 
плоскостей (толщины кристалла в направлении нормали отражающих 
плоскостей), так и от размеров отражающих плоскостей.

§ I. Характер независимости величин Լ г, и г. друг от друга 
в области узла обратной решетки

с, 7j и С можно выразить через параметры кристаллической ре­
шетки следующим образом:

. _ a (cos д0 - cos а)

• '•
= ? (COS Зр —COS ft) ։ 

к

г = С (cos Iq-cost) ։
Л

где а, b и г — трансляции прямой решетки, а0, ft0 и հ0-углы между 

вектором 50 и векторами а, b и с соответственно, a, ft и 7 —углы 

между вектором 5 и векторами а, b и с соответственно.
Как известно, между углами a, ft и 7 существует соотношение, 

которое в случае прямоугольных координат имеет вид

cos*  а + cos3 ft -f- cos*  7=1. (4)
Следовательно, при постоянстве одного из этих углов с измене­

нием второго третий не может не изменяться. Это означает, что при
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юном с изменением о.ио:՛ и?, величин •, г и Z остается неизмен­
ной только одна из остальных двух.

Выражение (2) представляет собой произведение трех множителей 
типа

sin’/VZ 
——Л ՜ “ •
sin’Z

юторые, согласно (3) и (1), независимы друг от друга: с изменением 
►дного и։ углов а, р и . то есть ՛: изменением направления рассеяния, 
1Стается неизменным только одни из этих множителей.

.Размер” узла обратной решетки, например, в направлении />• 
обычно определяется расстоянием от узла обратной решетки в направ­

лении bw до той точки, где интерференционная функция Jo падает до 
нуля*.  Эта точка от узла обратной решетки, согласно (2), находится 

на расстоянии /»*/Л' 2, то есть .размер’ узла обратной решетки в вп­

равлении Ь*  обратно пропорционален числу часгнц кристалла в на- 

|рдвленин Ь*.

• Интерференционнам Функция Հ D узлах обратной решетки имеет максималь­
ное значение.

Допустим, что плоскость векторов So и ծ' (плоскость падения) 

овпадвет с плоскостью векторов а н />, тогда (3) примет вид 

_ a (cos а — cosao) ; =--------------------------- -
k

= ձ (Sin a-j- sina0) ։ 
X

с = о.
Как видно из последнего, при данном ас с изменением множителя 

sin*
Sin*  (zr,) 

«Меняется и множитель

sin*(g^t)  (б)
Sin*  («:)

Следовательно, если Л’։ значительно больше А’„ то с изменением 
(угла о) множитель (6). следовательно, и Jo может принимать ну­

левое значение до того, как ij примет значение 

։ т;= -— •
-V,
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то есть „размер" узла обратной решетки в направлении />*  при давне

Տօ может быть меньше, чем
Таким образом, в данном случае „размер" узла обратной решет։

в направлении !>' не только зависит от размера кристалла в нзпра 

ления Ь, но и от размера кристалла в направлении а.
Выражения (5) показывают, что с изменением одной из величг 

: и т, может остаться неизменной другая только в том случае, коп 
одновременно изменяются углы а и а0.

Этот случай мы рассмотрим более детально.

§ 2. Зависимость ширины колец Дебая-Шеррера 
от размеров частиц

В работах [lj |4] выведены различные формулы для определи 
ния ширины колец Дебая-Щеррера в зависимости от размеров кри 
стяллов (числа отражающих плоскостей).

По мнению авторов с помощью этих формул можно определит
размеры кристаллов, перпендикулярные к отражающим плоскостям.

Докажем, что дифракционные шири 
ны колец Дебая-Шеррера завися ! толью 
от наименьших размеров кристалл 
в плоскости падения и что с помощь! 
дифракционных ширин этих колен можи< 
определить только эти размеры.

Пусть плоскость падения (плоскост! 

векторов S., и S) совпадает с плоско՛ 

стью векторов а и с н вектор So со­

ставляет угол 0о с вектором а (см.
фиг. 1), тогда для интерференционной функции Հ, получим

о

sin'2 ak (cos 9 — cos 90) v 
շ ՜ ‘ J sin2 ck (sin 9 -sin %) v. 

J*3

Sin2 ak (cos 0 — cos 0о) SiH-՝ _n Й1 9o)
(7)

2

9

где 0 — угол между векторами а и S.
./0 принимает максимальное значение при б — 0о и нулевое зна 

чение при

a£(cosO։ — cos*),,)  հ

՜շ ՜՜՜^Հ i*==M

или при
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^m + sinM. = ± 1 + sin 0. (6 = е։).
շ л;

В случае
9։=6оЧ-Л0։ и б։=0о + А03

iii последних соотношений получим
>. к

A'։asinfl0 Atsin0o
>. А

Ay-cos б0 A3cos00

где Lx и А, —размеры кристалла в направлении а и с.
Как видно из (7)֊ (9). при

cos 6 — cos 0о = 0.

то ес ri- ii ри постоянном что выполняется при
иченни или уменьшении углов 0п и 0, ширина 
прелеляется условием (У).

о л но временно м у ве - 
спектральной линия

При условии же

t k (sin О -Հ- sin Э<։) 
՜՝ = лк —const.

о есть при постоянном т„ что выполняется тогда, когда с увеличе­
на одной из величин h или 60 другая уменьшается, ширина спек- 
(альной линии определяется условием (8). Угловая ширина кольца 
ебая-Шеррера равна 2Д6,. если Дб3^>ДОх. в противном случае, то

ь

ри

в случае ДОа<Д01։ равна 2Д0х. 
Из (8) и (9) следует

АРд -_ At sin 6„ __ $
Д0։ /.aC()s0o Լէ

в0=4о: из (10) получим

ձձ .
до,

(Ю)

(И)

Из (8) —(11) можно сделать следующие выводы:
1. Дифракционная ширина кольца Деийя-Шеррера зависит от угла 

ульфа-Брега и от размеров кристалла только в плоскости падения 
и не зависит от размера кристалла в направлении нормали к плоскости 
тадения.

2. Дифракционная ширина кольца Дебая-Шеррера определяется 
размером кристалла в направлении нормали отражающих плоскостей 
ди тех пор, пока

֊֊ 1g «о 
ւ-տ

то есть когда Д03<Д01։ В противном случае, то есть в случае 
i Известия АН. серям ||>яа-ма։. наук, .'с S

(12)
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— — Г3==" ■■■ " ՜ - •—    —=֊- ■ ՜

4Mg0o>i, (13j
'-a

дифракционная ширина кольца зависит от размеров отражающих пло­
скостей в направлении плоскости падения. Таким образом, получается, 
что в случае, когда удовлетворяется условие (12), ширина кольца 
зависит от числа отражающих плоскостей, а в случае удовлетворения 
условия (13) ширина кольца зависит только от размеров отражающих 
плоскостей в плоскости падения.

3. (12) и (13) показывают, что при очень малых углах (0<90:) 
дифракционная ширина кольца определяется размером кристалла а 
направлении нормали отражающих плоскостей, а при очень больших 
углах (0 ~90՜') зависит от размеров отражающих плоскостей в направ­
лении плоскости падения.

4. Из (Ց) и (9) для линейной дифракционной ширины кольца Де- 
бая-Шеррера получим

/Հ^-շձ^-^—. (14)
Lx sin %

B}=R-2CA,= -^~> (15)
Z.3cos 0O

откуда для размеров кристалла получим

/
’ sin б0

լ
4 Ց3 cos հշ

Таким образом, в случае (12) с помощью ширины кольца Де- 
бая-Шеррера определяется £։, а в случае (13)—1Э.

Дифракционная полуширина кольца определяется из условии

sin2
1 Л(баЧ-ДО) 1 ։ 2 sin՜

; cos60-AO k 
2

շ J.IM Л, Л'. . dill ■_sinG0-AO }շ 
շ sin2

ՇՕՏ%-ձս 
-------------- k9

(16)
Как видно, дифракционная полуширина зависит как от £lt так н 

от Л3, то есть от размеров кристалла в двух взаимоперпендикулярных 
направлениях в плоскости падения. Полуширина, определяемая фор­
мулой (16), гораздо меньше полуширины, определяемой только одним 
множителем

sin՜
1 I
2 '

cosOjj-Дб
2

cosOyAO , А
(Я)1

ЛЧ
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(8). (9). (14) и (15) получены для частного случая, когда плоскость 

падения совпадает с плоскостью главных направлений а и Ь.
В общем случае для отражающих плоскостей (hid), если кри­

сталлы имеют форму параллелепипеда со сторонами л\а, .՝\՚2ձ и Л'3г я 
если толщину кристалла в направлении нормали к отражающей пло­
скости характеризовать длиной отрезка, проходящего через две про­
тивоположные грани 110], то вместо (8) и (9) получим

дб։ =-------Լк, (ib)
A/ZjSin*՛^  PsinOy

где

A0, = —- 
cos %

(19)

когда отрезок, характеризующий толщину кристалла, 

проходит через грани he

когда проходит через грани ас

= когда проходит через грани ah, 
3-~-
Р- размер кристалла в плоскости падения в направле­

нии отражающих плоскостей.
Как видно (9) и (19) совпадают соответственно с формулами 

Щеpipeра-Селякова [2], |3] и Лауэ |1].
Таким образом, неудовлетворительность формул Шеррера, Селя­

кова и Лауэ в том, что н расчете ширины кольца в этих формулах 
не учтены соответственно условия (8) и (18).

Рассмотрим численный пример. Допустим излучение С«Л'а( 
(1= 1,5375) падает на кристалл кальцита и отражается от плоскостей 
поверхности скола (111). Пусть размер кристалла в направлении нор­
мали отражающих плоскостей будет 1()՜4 ем, а размер отражающих 
плоскостей в направлении плоскости падения 10 5 см. Имея в виду.

о межплоскостные расстояния этих плоскостей при первом порядке
ражения равны Ժ, - 3,0290 А .
= 14'29'. Тогда согласно (8) и

дл я у гл а By л ьфа -Брэгга 
(9) для Д0։ и Д03 получим

получим

.. 1,5375-10՜տ см
ДО. = ——---------------

10 слс-0,25
.. 1,5375-10՜’глД0 =------ ----------- ---

10 ° см-0.25

куда Д93 > Д01։ то есть н данном случае дифракционной шириной 
ляется ДО,. которая на порядок больше, чем Д0։.

Таким образом, в рассматриваемом случае дифракционная ши­
на обусловлена не размером кристалла в направлении нормали от­
дающих плоскостей, а размером отражающих плоскостей в направ-
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ленни плоскости паления. Наоборот, если с помощью дифракцион
ширины спектральной линки определить размер кристалла, то в рас­
сматриваемом случае определяется размер отражающих плоскостей я
направлении плоскости падения, что на порядок меньше от размер 
кристалла в направлении нормали отражающих плоскостей. Следой 
тсльно, если согласиться с мнениями авторов |1| —|4|. то при опреле 
ленин размера кристалла в направлении нормали отражающих идо 
скосгей в данном частном случае можно ошибиться на порядок.

§ 3. Болес строгое решение задачи

При учете разности фаз. возникающих из-за непараллельное! 
ноли, рассеянных различными атомами облучаемого объема и nanpni 
лении точки наблюдения Л/. для амплитуды отраженной волны bmcci 
лауэпского выражения (см. |5| |7|)

Д - Լ (— ) vexp ր՜յ
R \mc*J —

получается выражение

где So — единичный вектор, указывающий направление падения:

.$ — единичный вектор, указывающий направление точки набли 
дения от начала координат О.

R — среднее расстояние облучаемых атомов от точки наблюй 
ния. Падающая волна плоская.

Пусть одна из отражающих плоскостей совпадает с плоскость 

XOY, а плоскость, содержащая 5 и 50, — с плоскосью ХОХ. Еа 

So и 5 составляют с осью А' углы соответственно Во и 0. то для 
амплитуды рассеянной волны з точке наблюдения .И получим

Л = - - У exp 1 — ik I (cos 0 — cos 0o) л: E(sin 0 — sin 6Չ) г - 
R тти?^ (

у5 , .vsin’6
-------- * — 4*

2R 2R
z' cosg fi 

2R
(21)— xz sin 20

Заменяя суммирование интегрированием, для амплитуды pnccei 
ион волны получим (при плоской падающей волне)

(cos 0 cos%)x • -(sin 0 — sin0o)»4-

, у3 , .է’տԱւլ®
' 2R 1 .’/г

xz sin 20 dxdydz.

где п число атомон в единице объема.’
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При точечном источнике*  для этой же амплитуды получим 
(см. |8|)

Если ориентировка векторов ձ՝ и ձՀ Относительно координатных 
осей х, у, z та же самая, что и в случае падающей плоской волны, 
то из (23) получим

•յ Հ ՝' Հ
|4Ь—i i exp;— ik (cos% — cos 0) л՜ 4՜ (sin 0o -sin0)z-|- 

/Հյ/Հց me՝ J .1 J I
ООО

— xz (sin 20o |- sin 26) dxdydz. (24)

В (22) и (24) ՇՀ 1Հ U7 размеры кристалла соответственно в направле­
ниях X. у И Z.

Если плоскость падения (содержащую .So it S) вращать вокруг осн 
z так. чтобы она совпадала с плоскостью zoy. то для амплитуды рас­
сеянной волны по.лхчим:

при падающей плоской волне

(cos 0 cos 0о) у 4֊ (sin 0 sin %) z 4-

х- у2sin20 z3cos’0 ։ .. I) , , . /ог.2R ՜Ւ ՜ 2/?՜՜+ ~2R--------X! 2 I) dxd^' (25>

при падающей сферической волне:
t; у

•4 = ֊-֊-'-'֊ i I I exp' -fd (COS 0 — cos %) у -4- (sin 0 -sin %) 24- 
Л։пл /ill’,! ,) J I 

о и и

4֊ —Հ1 ւ 1 \ . №_ Հ$էո*%  , sin2_6 \ , / cos^Qp co s’6 \
՜ շ \/?։ ^յ^՜շ \ Rt /?г / 2 \ /Լ Փ Ջ։ /

— yz (sin 2% 4- Sin 26) 11 dxdydz. (26)

Естес.пенике нс.■.֊чинки, являющиеся совокупностями точечных источников 
(Томы можно считать точечными нсточннкзмн рентгеновских лучей).
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Нетрудно догадаться, что (22) и (24) в функции от-О определяют 

.размеры- узла обратной решетки в направлении а*  при плоской и 
сферической падающих волнах соответственно.

Таким же образом (25) и (26) определяют .размеры**  узла об­

ратной решетки исправлении Л при плоской и сферической падаю­
щих волнах соответственно. Для определения „размера1* узла обрат­

ной решетки в направлении с*  надо плоскость падения (плоскость 

векторов Տօ и Ճ) вращать вокруг оси ох на 180՜ и в выражениях 
(22) н (24) х заменить через z, a z через а:

в случае падающей плоской волны
и V Г

А j ехр | — ik | (sin 0 — si<i%) л -J- (cosб — cos 0о) г ֊I

©о о
a-'cos2 0
~2R ՜

2s sin29
27?

xz sin 29 dxdydz. (27)

в случае падающей сферической волны
и г и-

i | exp I — ik [(sin 0 — sin 60) a- -f- (cos 9 — cos 0o) z -j- 
me'} J J I լ

о о и
у8 /1 , 1 \ , Xs / cos8 et, cos86\ , z8 /sin20o . sin80\
շ Հ/Հ rJ շ \ < rT ) ~~2\rT՛ ~rT/

— xz (sin 29O -4- sin 29) ' dxdydz. (28)

Как видно из (22)—(28), как при плоской, так и при сфериче­
ской падающих волнах при изменении размера кристалла в одном на­
правлении изменяются „размеры" узла обратной решетки во всех на­
правлениях. Действительно, например, из (22). (25) и (27) видно, что 
при изменении размера кристалла в направлении z „размер- узла об­
ратной решетки, а следовательно, и размеры дифракционного мак­

симума изменяются не гол։.ко в направлении г*,  но и в направлениях

а*  и Id.
Вышеизложенное можно более наглядно показать численным 

примером. Для этого определив из (28) |.4i2 и приведя интегралы к 
виду интегралов Френеля, можно построить график зависимости /Л 1 
ОТ н.

Такие расчеты приведены в |9], и здесь нс будем повторять их.

Выводы

Из вышеприведенных расчетов можно сделать следующие вы­
воды.
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1. Дифракционная ширина спектральной линии при неподвижном 
юнокристалле и плоско-параллельном падающем пучке зависит толь­
ко от наибольшего размера кристалла в плоскости падения, и с по- 
Ющью этих ширин спектральных линии можно определить только 
казанный размер.

2. Дифракционная ширина спектральной линии при плоскопарал- 
1ельном падающем пучке и качающем кристалле или при расхо- 
(ящемся падающем пучке и неподвижном кристалле зависит от наи­
меньшего размера кристалла в плоскости падения. В этом случае с 
юмощью дифракционных ширин спектральных линий можно опреде­
лить только этот наименьший размер кристалла.

3. Дифракционная ширина колец Дёбая-Шеррера зависит от наи­
меньших размеров кристалла в плоскости падения, следовательно, с 
юмощью дифракционной ширины не всегда определяются размеры 
фисталлов в направлении нормали отражающих плоскостей (см. 
81-113]).

Ереванский государственный 
университет Поступила 17 XII 1Տ63

Պ. Ա. |։Ե9.1’ՐԳԱՆՅԱՆ

ՍՊԵԿՏՐԱԼ ԴՆԻ ԴՒՖՐԱԿՑԻՈՆ ԼԱՅՆՈՒԹՅԱՆ ԿԱհՈՒՄՐ ԱՆԴՐԱԴԱՐՁՆՈՂ
բյուրեղի չափերից

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Սուէորաբար համարում են, որ հակաղարձ ցանցի հանգույցների չաւիերր 
հա1րսղարձ համեմատական են բյուրեղի շափերինւ

Տվյսգ աշխատության մեջ աւգացոլցւէում է, որ
1. ռենտգենյան սպեկտրալ գծի գիֆրակգիոն լայնությունը անշարժ բյո>- 

քձկի և հարթ զուգահեռ ընկնող ճառագայթների ղևպրում կախված է միայն 
անկման հարթության մեջ բյուրեղի ամենամեծ չափից ե սպեկտրալ գծի այգ 
[այնոէթյան միջոցով կարեքի կ որոշել միայն վերոհիշյալ չափերը,

2. հարթ զուգահեռ սկզբնական փնջի ե տատանվող բյուրեղի կամ տարա- 
մխսվող սկզբնական փնջի ե անշարժ Րյուրեղի գեպբոէմ սպեկտրալ գծի ղիֆ- 
րսկցիոն լայնությունր կախված Լ անկման հարթության մեջ բյռւրեղի ւիոըրա- 
•բյւյն չափիցլ Ս. յ րլ զեւղբում սպեկտրալ գծի գիֆրակցիոն լայնության միջոցով 
քրոշվում է բյուրեւլի փորրագույն չափը,

3. Դերայ-Շեռերի о ղակների լայնությունը կախված ի անկման հարթու­
թյան մեջ բյուրեղի ամենաւիոըր չաւիերից, հետևաբար, Օղակի գիֆրակցիոն 
Լայնության մ իջոցով միշտ շ1,, որ որոչւէում Լ բ յուրեգի չափը ան գ բա զարձնււ ղ 
հարթություններին ուղղահայաց սւղղությամրւ
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