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ОПРЕД1:.'1ЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ НА УДАРНОЙ ВОЛНЕ В 
жидкости

§ 1. Рассмотрим задачу проникания давления в сжимаемую жид
кость. Уравнение состояния жидкости политропическое:

Р = Н

где Р давление, ? плотность. Рассмотрим плоскую задачу.
Как показано и [5]. вблизи фронта звуковой волны г - atit ли 

иейное решение имеет вил

P(AyU)2 У'рМР /Հ7=7/շՀ
Рд(0) հ г • VGZ5 —.v.W’

где оси Ох и Оу направлены по границе жидкости и нормально к 
—_____ էհ

ней. г — время, г - । х- 4- у» , .у —. /->։(f) — заданное на границе
ал

■Юление, R(է) — скорость движения фронта давления
по границе, причем решение (1.1) имеет место как ;ля /?'(/) >а0. так 
и Для /?'(0<<Դ

Если ввести полярные координаты

х = г cos &. у = г sin 6,

(I) запишется вблизи звуковой линии г = a^t в виде

■ р о
= -.UsinO -------I---------(1,2)

Ра * 1 — cos’O.M2

Для потенциала скоростей ?(х. у. է} имеем из (1.2):

; = - V) ՛■ П.З)
t \ «։f /

ГДе

7=ՃՃ1ՋԼ. ք (й) Ջ 2 2 'Mstne 
в - l-cns’&AP ’*
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В работе [6] получено методом Лайтхилла |1| распределение 
давления на ударной волне, ограничивающей область влияния точки 
О, во втором приближении

^=Г֊֊(« + D[<0). 
to

(1.4>

Получим (1.4) по методу Внтема [2].
3 формуле (1.2) для линейного решения заменим линеаризован

ные характеристические переменные է -- точными, обозначая их 
^0

через Y\

----— = Ճ f (0) _յլ_Լ_. (1.5>՚
Р1(0) 2 Հ/'Z г «о

Уравнение характеристики, с учетом того, что ударная волна отли

чается от звуковой волны t= — во втором порядке, имеет вид
Պ>

М ! 1 « 4- 1 Р ..— --------------------------- (1.6)
or do а0 2 Вп

Интегрируя (6). найдем уравнение характеристик

/ = ։ (г) - 3 (г)/Т + Г, (1.7).
где

Если продифференцировать условие (1.7) вдоль ударного фронта 
и подставить в формулу Пфрима, легко найти [2] соотношение:

2 И Y dY

֊ճ------------------ - :՝■ у у
(ՀՈ* 3 (1.‘

Теперь из (1.5) и (1.9) имеем

Р = 27 чД 6) Рд(О)
Рл(0) 8 2 7 ' (1.10]

что совпадает с формулой (1.4).
Таким образом, метод Внтема 

отличающихся от фронтов линейных 
решение во втором приближении.

для случая ударных фронтов, 
задач во втором порядке, дает
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Поскольку линейное решение (1.2) имеет место для произволь
ного во времени давления на границе Рл(() и поскольку при построе
нии второго приближения используется линейное решение |1|, можно 
утверждать, что решение (1.4) имеет место для произвольного РА (/) 
к скорости фронта но поверх пости R' (£). Чтобы подтвердить это 
положение, проделаем, эту же процедуру способом, предложенным 
В. М. Булахом [4].

Уравнение потенциала скоростей ? в переменных г, О, է имеет 
вид:

I} ........ = 0.(1.11)
№ dr dtdr \дг / дг~ dr- г dr ր՚ձ ԺՕ2
где невыписанные члены содержат производные ио 0 и, как видно 
будет из дальнейшего, не влияют на решение.

Введем переменные ;= Г , 0, /, Тогда (1.11) примет вид

Ջ Л _ I 
ժր[\ -

В случае, когда ? не зависит от f так же. как и в [4|, легко найти

южение ? в окрестности звуковой волны r = aj\

■? = —֊֊, («о — О3 4֊ и (^о ։).* In («о - =). 
п 4- 1

2/7 3 4- 6/7 3/7: 8 
(л 1)36«0

(1 13)

ճ Օ”Հ> ЛОтсюда следует, что —է- 7՜ 0, имеет место явление пограничного 
ժր

слоя и решение (1.12) можно искать в виде

? = >.’?> = >.’^у(7) —Ц. (1-14)
« 4- 1

не л—малый параметр, է = ---------—• причем на ударной волне t — 1.

Если предположить, что s>5 зависит только от 0, что естественно, 
поскольку линейное решение (1) вблизи звуковой волны г = aj за

висит только о։ ; = - и 0 и, следовательно, вдоль ударной полны. 
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определяемой линейным решением. ; зависит только от 0 и собрать 
в уравнения (1.12) члены с первой степенью ՛-, легко найти урав
нение для у:

У" (2/ /) = У'- 
Граничные условия на ударной волне лают

= у = 
ժ«

2D 2
fl -֊- 1

где

или

D — скорость ударной волны, У - скорость частиц

МН-Н)
с точностью до малых третьего порядка

ժփ_  4
di п -г

/- ч 4 ■(:- а0)=—-/^а.
1 я + 1

(Мб)

Подставляя сюда выражение 

при է — 1

(1.14) и учитывая условие ф = 0, имеем

-= 0. у' = 4.

Решение (1.15) при этих граничных условиях найдется [4* в виде:

/-

Теперь из (1.14) находим при больших (— է):

У

У
8
3 4

8ГЗ (£.,*? «= Л=;.;у ——
rt -г 1

Сравнение с (1.3) дает

Л 1-ЛМ~ п - 9 (>•?,)
(1.17)

Л?;

Для давления из соотношений на ударной волне находим

Р = ?0О У = роао ).«р2= “Ղհ (й -֊ 1) / -АД ք- (9).
/i-f-I lb 0 \ ?n«o /

что совпадает с (1.4). Полученные формулы верны для переменного 
во времени, но постоянного за фронтом давления на поверхности 
Рд (է), однако, случай переменного давления но координате не вне 
сет дополнительных трудностей.

В случае неоднородной жидкости выберем осн Охо по поверх 
ности жидкости, ось Oz„ направим вглубь. .Уравнение звуковой волны 
имеет вид 151:
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о
*о).

хо
է л«(г)

։* характеризует угол выхода луча из точки О с осью Ох0, а (?)— 
ильная скорость звука жидкости.
вДля давления вблизи звуковой волны можно получить асимпто
ту» формулу из общих квадратур [5), получаемых по методу 
W |5|.

Если заменить в этой формуле, пользуясь методом Витема [2|, 
^герпетическую переменную t — х(х0, z0) через точную характе
ру у, получим для распределения давления

/ HQ)
К&Д_=±1/ ___ __________vol/2^_2_,/7

« У Л(70, О)У։(го. 0) "V >• l-X’V? (1.18)

v ■ А <*»• °) = f .
I Л (*о) J а- (?) <1’ (?)

Обозначим через s длину дуги вдоль характеристического луча.
W вдоль характеристики имеет место соотношение [3]:
I !_'Ш— е_. (1.19)

ds а (г) ճ(յ) 2 роаа (г)

пгтрируя (1.19) вдоль характеристики, получим:
Ц /=[— —------- - ----+ у, (1.20)

J «(г) 2 J մ (г) Poa-(z)
tРнаходится из (1.18).

Дифференцируя (1.20) вдоль ударного фронта и используя фор- 
[зу для скорости фронта

Ժ/ _ լ л-у 1 1 р
ds a(z) 4 a(z) poas (շ)

Мучим уравнение для у вдоль фронта 
ди, серия физ.-мат. наук, № 5
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ds Р 1
у

Ja*(z) /У !',Հ- (г) о

(1.22)

дав-

(2.0

(2.2)

(2.3

(1.21}

г

I

I

о

Уравнение (1.21) для неоднородной жидкости легко выводится из со
отношения. найденного К. Е. Губкиным [3j при решении заданно 
коротких волнах.

Подставляя в (1.21) выражение Р из (1.18), найдем, используя 
, dzvравнение звуковой волны: as =------------- - распределение v вдоль

a (z)jMz)
ударной водны 

1Դ (0) ֊d~v'|/ _ м(*) L X-֊ 8 ! _ V’o
3 п 4֊ 1 .) (z) |Ր (2) (1 - ՀՀ (г». 0) Հ (г0, 0) 

о
Подстановка (1.22) в (1.18) дает давление на ударной волне.

(Р\ \:
—՜— I 
Ро«2 '

§ 2. Рассмотрим осесимметричную задачу распространения 
леиия в сжимаемую жидкость. Уравнение политропы 

Р = В

где Р давление, у- плотность, В. п— постоянные.
Выберем оси координат Ох в плоскости поверхности, Оу

пендикулярно к ней. 
х = г cos О, у = г sin б, 
r = ant запишется

Если ввести еще полярные коорднна 
решение задачи (5) вблизи звуковой волны 

_Р
Ра (0)

.'VPr Sin о (д/ — г) 2г 
2V&4(I - /И2 cos’0)՜*

Л Ц»где .И = —. - скорость звука не возмущенной жидкости, է — время
ճօ

V'o — скорость фронта давления по границе, Рд (f) —давление нг 
границе.

Ищем решение во втором приближении, пользуясь методом Би
те ма (2]. Заменяя в (2.2) линейные характеристики точными, найд

.Р
Ра (0)

М3 sin 6

(1-ЛРсо։։0)’'=

sin Оу

—(l-APcos’O)71 
«о

= ? (б) -Jr-у,

“о

у = const — характеристическая линия точ-
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fi задачи. Уравнение характеристик во втором приближении запи
вается

&=_1_ i /\=J____ 1 ?(0) ЛЛО) у
дг а0 а0 Вп ал а0 Вп

ճօ
гшение (2.4) при начальном условии (2.1) f — у г=аоу имеет вид

/ = а(г) 3(г)у -у. (2.5)

>W=7
ао

Ра (0)
Вп

ИО .И3 sinQ

а> (l-;W-cosJ9)’:

. гՀմ01ո -----
<*оУ

Условие на ударном фронти [2] дает связь 3(г) и у

2 ^ydy 

?(ր) = ֊Կր֊ = 1
V“

г
«оУ

:юда имеем, что

о(0) ՀIn = 1.

Г f-l»»- е
<Կ

Из (2.3) и (2.7) имеем

Р
Ра (0)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

У =

гение (2.8) может бить использовано для сферической задачи 
Йрения поршня.

Таким образом, найдено решение в осесимметричной задаче на 
>нте ударной волны, ограничивающей область начальных возму-

ний. Для случая V’o > ճ0, однако, 
(решение не будет верно вблизи

чки cos6= _ касания сферы 
И

г=а^ и волны 
, фиг. 1.

АВ, то есть точки
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§ 3. Пусть граничные .условия задачи таковы, что в предполо
жении малости возмущений движение за ударной волной можно счи
тать простой волной. Рассмотрим политропическое уравнение состоя

ния жидкости. где Р давление. Р плотность.

У равнения простой волны запишутся в виде [71:
/ х , \ /у (y֊b)c0S?- ( ; 1Հ. )sln? - и,

2 •>ժ I y = —- — da cos с. d V\. —-— da sin ©.
«-1 ' n- 1

(3.1)

где Ox. Oy оси декартовых координат, / — время, V'x, I , -скоро
сти по осям, а скорость звука жидкости. Покажем, что если дви
жение малое, то из системы (3.1) можно получить с точностью до 
малых третьего порядка соотношения на ударной волне.

Введем модуль в угол скорости:

V'r — V'cos [J, 1Հ), = Г sin ₽.
Тогда имеем

dPdV~ — cos(?-?).
dp M

I </■։ = • sin (9 — 3).
pa

В линейной задаче скорость направлена по нормали к характе
ристике, совпадающей с ударным фронтом, и сл—թօ=Օ. Поэтому 
«• —3 мало и с точностью до малых третьего порядка имеем

dV ժ/յ
Р"
d Г'Vd?.^- (փ ».

(3.3)

Невозмущенное состояние перед фронтом ударной волны имеет 
параметры V’ = 0, Р = 0, р ֊- р,.,.

Пусть параметром, характерна՝-ютим малость движения, будет 
Р

Из (3.3) имеем
/^У’\ _ I Հ //-{-I 1 |
\dP //._е оаао \dP- fp .. ■՛.-,՛

Тогда для I' найдем разложение

V=-֊ Ր Р
''շ(Կ ՜։ Рс^о

(3.1)
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Если записать уравнение до третьего порядка.

тем
р_ = 1 Р _ 1 тг — 1 1 / Р V
&0 Вп п н Գ \ В /

(3.5)

Тот же результат получится из уравнения ударной адиабаты для 
жидкости, если ограничиться вторым порядком.

Уравнения неразрывности и импульсов записываются

РоО = ?(£>- V), 
P = ^OV,

(3.6)

где О —скорость ударной волны.
Из (3.5) и (3.6; получим приближенно

Р- /, п + 1 Р \

или
д -Н Р

4 Вп .
Что совпадает с (3.4),

Выражение для касательной составляющей скорости к у тарной 
волне имеет вид

= V’sin (л — &).

где л- угол нормали к ударной волне с осью Ох, причем из усло- 
nfi на ударном фронте приближенно угод >. есть среднее арифмети
ческое углов нормалей к характеристикам до ударной волны и за 
L). =
Г 2

Из (3.2) имеем

/ժ?\ _ /? - 1 </(?-?) 1 dP
\dP )Р.и \ V /р-ир//0 dP ?օճօԺ1/

ս

Р = ?о+4(^-) /’+О(Р«). (3.7)
ճ \ан /<> о

Но из условий на ударной волне

'="։’« + 4 (3.8)

Из (3.7) и (3.8) имеем
\/f = V.O(P։) = О^Р3}.
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Итак, нами выведены условия сохранения массы, импульса и 
энергии и условие для касательной составляющей скорости из урав
нений простой волны.

Заметим, что при решении задачи во втором приближении ве
личины 3, £), ср, '/■ достаточно найти в первом приближения. Покажем 
это. Из уравнение։ (3.5) найдем для скорости ударной волны

Если для — взять разложение до второго порядка включительно, 
Ра

для I) получим

— av ( 1 4- л 4-1 Р \
4 Вп )՝

то есть первое приближение. Чтобы найти малые второго порядка а 

выражении D, мы должны задать в разложении — члены порядка 
Ро

/ р V( — 1. го есть выйти за пределы изэнтропического приближения.

Таким образом, мы определяем во втором приближении физи
ческие параметры Ух, I'., Р, р, 1Հ причем для угла Р, например, 
достаточно брать первое приближение; в самом деле, l/1=1/cos$, 
լ/у—Vsinp и точность в первом порядке 8 обеспечит точность вп, 
втором порядке для компонент скорости.
Инстнтуч математики ։ мехамики

АН Армянской ССР Поступила 29 XI 196>

II. Դ. I4L'PMHj«I.

ՀԵՂՈԻԿՈԻՍ' ՀԱՐՎԱԵՒ HI.M’-b ՎՐԱ ՀՆՇՍԱՆ ՈՐՈՇՈԻէՈ'.

U. մ փ ո փ 11 ւ մ

Աշխ աաոլթչան մ եք if ի ս։ ա չմքվ ո t մ 

որոշման խ՚^^^քԸ №с.,ч1'и համասեո.
Հ հարվածի ա/իրի ձնշմա
այնպես է/ ոչ համասեո հեղու1խւեք\

համարտ է արվում, որ ճնշումը երկրորդ կարւչի վւսքր էէ եատարվա
է ալս խնդրի լուծման տարրեր մեթոդների համեմատություն։

ЛИТЕРАТУРА

I Проблемы механики. Сборник статей под редакцией Драйдена и Кармэна. Иэяя 
Сюч-сянь. Метод Пуаякаре-Лайтхнлла-Го.

2. Within։ G. Н. The propagation of Weak Spherical Shok< ;n Stars. Conununicatfons ^ 
Pure and Applied .Mathematics. Vol. VI, 1953.



Определение давления на ударной волне в жидкости 71

K^tiN А*. Е. Образование разрывов в звуковой волне. ПММ. № 4, 1959.
/>. Л1. О некоторых свойствах сверхзвуковых конических течений газа. 

ПММ. № 3, 1961.
futon А Г. Пространственные нестационарные движения сплошной среды с 
■ ударными волнами. Изд. АН ЛрмССР, Ереван, 1961.
Sbooi* Л Г. Определение закона распределения давления, распространяющегося 
■сДоануковой скоростью. Известия ЛИ ЛрмССР. сер. фнз. мат. наук, 15, М 4. 
I 1962.
Жиало Н Н. Бегущие волны системы квазилинейных уравнений. ДАН СССР, 

109, 1956.


	59
	60
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69

