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ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ

М. А. Задовн

О пространственном напряженном состоянии 
пластического слоя, сжатого между шероховатыми 

плитами

В работах Д. Д. Ивлева |1-3| дан ряд обобщений решения за
дачи .1. Прандтля {4] о сжатии пластического слоя между шерохо
ватыми плитами.

Ниже приведено другое частное решение пространственной за
дачи теории идеальной пластичности, также обобщающее решение 
указанной задачи Прандтля.

Общие уравнения теории идеальной пластичности при условии 
несжимаемости и при критерии пластичности Губера-Мизеса имеют вн i

_1_ I ֊֊ Одх Н ду 1 dz

(I)

d$v 
~dx x dy ՜1՜ dz

__ l_ d'y2 . dog __ g։ 
dx dy ՛ dz

(2)
(or- cy)։4- (Oy — c-)c 4- (Ն — =.t)2 4- 6 (:;.. 4֊ 'Լ 4֊ Վ.) =

a'= 4“ =M2֊-x- 
С/Л.

(3)

=,= -g֊ = M2’,

dw к
e. — -p = t. (2o. — — Sy):

_ du dv
2Խ= + ՜37 “«M

Л da.’ dll Ր.
2т =-----՜ւ — ,-------о/. .

dx dz
U)
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о dv , d-w Ր.
2 ■>■-- = ժ7 + ^7 = 6'^- 

! 1з (3) следует условие незжимаемости

«ж + еу 4՜г- =0-

Ищем точное решение системы уравнений (1) —(5), полагая 

= az, Ту. = Ьг.

IV = —2*Z, 
где а, b и а—постоянные.

Из соотношений (3)—(4) и (6) (7) следует

и — i F (z) dz 4 Н (х, у).

® = ֊ff(z)rfZ+Q(x у),

где F, Л/ и Q- произвольные функции своих аргументов. 
Для компонентов напряжений будем иметь

, /п , дН\ 2аг

. /_ , dQ\ 2az

/дн_ ՝ \ аг
\ду ~ ах J Г (z) ՚

Подставляя компоненты напряжений (6) и (10) в уравнения рав-1 
новесия (1), приходим к уравнениям

Ջ։-+4 = 0, ֊։- + й = 0, ֊4 = 0: (11)
дх оу dz

9 дЧ! _ ^Н_ ժչՉ
дх- ду- Охду

(12й

Ճ^+2ՃՋ. + Л" =0
дх- “ ду1 дхду

Из (11) находим
= — ах — by — с, с = const. (13)!

Условие несжимаемости (5) дает

Ժ// 
дх

^=2- 
д\՛

Тогда из (12) следует

(14!
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где
V Н - О, V-Q = О,

- ֊*_ □. ֊£֊.v ” дх- 1 йу։

(15)

Внося выражения (6) и (10) в условие текучести (2) и вводя 
обозначения

֊տ= 1 ]
էՀ6 г

(16)
получим

(17)

Полагая
он
-- = а 4֊ <•», <» = const,
ах (18)

находим
Н = (а 4֊ ">) х ч- <р (у), 

Q = (а — ц>) у 4- ф (х).
(19)

тае з(у) и 'р(х)—произвольные функции своих аргументов.
Из уравнения (15) будем иметь э" (у) = ■/' (х) = 0, откуда

?(У) = ?У + ^ 'H*) = 7*+lo. (20)

ЕГДе 3. Зп, 7, 70—произвольные постоянные.
Внося в (17) выражения

Н (*, У) = (а 4- ф) х + ру 4- 30,
(21)

Q(x, у) = (з - а>)у 4-Тх4֊70.
тол учим

5=1/ <•? 4- 3»։ + ֊֊ (3 + 7)= . (22)

Ժ ■՛ '
Можно показать, что для того, чтобы S = const, условие = const

• не только достаточно, но и необходимо.

1
1!з (17) имеем

F(z) = —===-= • (23)

Подставляя значения -z, Н, Q и Ւ в (10), для компонентов на- 
ирнжений окончательно получим

=։ = — ах—by - с ф —-Հ ՚ Ւ Л3 — (а2 |- Ь~) г2, 
О

SHuecxt АН. ссрм |; из. ч1т наук. > ։
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ву = — ах — by с т - * Գ ]Հ А։ — (а2 4֊ ծ2) zz .

аг = — ах — by — с, (2

Ն, = ՜4ր՜ ^’֊(а’ + ^Р .
ТХ-=Л2, Ху.— f)Z,

Внося Н, Q и /’ в (8)—(9) и производя интегрирование» для компонент 
скорости находим 

9 Գ/7 ________________
и = (а 4- ш) X 4- ?у 4- ?о— -г ту Г & - (а* 4֊ г2.и - ; I) 

9 С Л______ _________
г, = 7х4-(а֊(п)у-1-70 — —/А5»-(а=4- b3)z\ (2

Полученное решение содержит девять произвольных постоянна 
Придавая некоторым из этих постоянных определенные значени 
можно получить решения некоторых частных задач.

Пример 1. Принимая b — р = 30 ֊ у = հ0 - 0, ю = а, получ։ 
случай плоской деформации, исследованный Прандтлем [5]

□х = — ах — с 4՜ '2 Г Л2 — a?z2 ,
Зд + 3- J

— — ах ~~ с, ’յ՚ք — շ >

'хУ = “у.- = 0;

и = 2а х р 30 — 2 ֊֊ յՀ Л2 — ^22‘ .

Й 
тс = — 2az, V = 0.

Пример 2. Рассмотрим тонкий пространственный, прямоугол 
ный в плане 15’, слой между двумя параллельными шероховаты; 
жесткими плитами, которые приближаются друг к другу с задали 
скоростью Tclt (фиг. 1). Принимаем, что касательные напряжения, де 
ствующне на этих контактных поверхностях, известны и равны л 
и nk. Здесь т и а—степени шероховатости |6—7] контактных повер 
ностей плит соответственно по направлению х и у, причем հո֊ ■ пЧ 
Знак равенства соответствует случаю идеальной шероховатости, 
силу принятых предположений

Ввиду симметрии, достаточно рассматривать объем слоя: 0 х ; 
0<у <Г./2, Оհ.
Задавая приближенные граничные условия на свободных торцах п; 
стической массы



О пространственном напряженном состоянии пластического слоя 67

Й
I =х (Z։. у 2) dydz = 0.

I, k
Зу (хр z) dxdz = 0

о

(29)

для произвольных постоянных
и w получим следующие значения-

где

и подставляя оЛ и ov из (24) в (29).

1 За

arc sin I m* 4- ri

тп1г — nl.
2Л1Л

S 
2Л1

Фиг. I.

3 ktM
S '

(30)

(31)

(32)

Далее, для определения остальных неизвестных постоянных 
ի ւՆ Т» То напишем условие сохранения количества матер нала

л Л
| v (х. у, z) dxdz.

О U
(33)

дставляя сюда компоненты скорости перемещения, находим, что 
•7-0.

₽о=- w/WS
т: 4- гг '

n.US
(31)

с

հ й
W=JJ

•деленный практический интерес представляет величина п редели- 
давления

Р* = (л. у) dxdy. (35)

КЖ •• 00
рт։ котором происходит течение пластической массы.

Из (24) и (35) следует, что 
р* — д./ I / " п^՝ । \
Ւ ~к1^\ ՚ ՜տ՜)՛

,В случае т^п = —U получим
■Г I 2

(36)



Для квадратных плит получим простую формулу

Р* = ЬР( ֊ԱՀ- -I- /3« 
V 2 k

(38)

Экспериментально можно определить величину отклонения най
денного значения Р՝ от истинного.

Пример 3. Пусть прямоугольный параллелепипед сжимается 
между двумя идеально гладкими жесткими плитами, а на боковых 
поверхностях действуют нормальные давления и р2 (фиг. 2). При
нимая а — b = 3 հ = 0, из (24) получим

a՝.^-c4֊֊-s. -k, ն։=0, (39)

5.’= — С, tyZ=Q.

Вместо (25) будем иметь 
и = (а д֊ 10) х-|-30,

ղ> = (а — м)) у ֊I֊ 7oi w = - 2аг. (40)

Удовлетворяя граничным условиям и учиты
вая симметрию задачи, находим

.. _ А ՜ Р" । За . г    .к
с — 2-----г -дт- к, р0 — 70 — и,

“=-Ts- *=>’ (41>

Подставляя найденные выражения произволь
ных постоянных в (39) и (40), получим

°х = - Pl. аУ = —Р2.

~ху — srz — ~у: — 01

(42)
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13 (ft — p.)

) ^=֊
. W<>
U=2h х,

w0
24՜

Уз (/ձ - />,) _|v =

1 -

•w —

Согласно полученным формулам, компоненты напряжений и скорости 
не зависят от поперечных размеров параллелепипеда.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 9 XII 1963
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ԿՈՇՏ ՍԱԼեՐԽ ԱՐԱՆՔՈՒՄ ՍեՊՄՎ-ՈՂ. ՊԼԱՍՏԻԿԱԿԱՆ ՇեՐՏԻ 
ՏԱՐԱԾԱԿԱՆ ԼԱՐ4.ԱԾԱՅՒՆ ՎԻՃԱԿԸ

Ա Մ Փ П Փ fl հ Մ

զոդված ում ո։ սումնաոիրվում է ուղղանկյունաձև շերտի լւորվածափն 
կիճսյկր՝ երր ալն սեղմվում I; երկու. ղուղա~>եո իրար մասհէլալ տնհարքմ սա֊ 
քերհվ: Նոշափող լարՈւմներր սալերի վրա ընդունվում է տրված։ Տարէվնաե 
Աէեղավախումնե րի վևրտիկալ րաղաղրիչր՝ պլաո էոիկու թ լան տեսության 
՜՝սււխւսարու.մնհրից որոշվում է լարումների ե տեղափոխումների մյուս րա֊ 
ղաղրիչները։
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