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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. Л Мовсисян, В. С. Саркисян

О решении задач свободных колебаний анизотропных 
пластинок

В настоящей работе предлагается метод определения собствен
ных частот свободных колебаний анизотропных пластин, который по
зволяет определить собственные частоты с любой наперед заданной 
точностью в пределах классической теории изгиба пластин. Как част
ный пример рассмотрена задача свободных колебаний свободно опер
той прямоугольной пластинки.

§ 1. .Метод решения задачи

Уравнение свободных колебаний пластинки, изготовленной из 
анизотропного материала (материал пластинки в каждой точке имеет 
лишь одн\ плоскость упругой симметрии, параллельную срединной 
плоскости ее),® имеет вид*  **®

• В частности, пластинка будет такопой, если ее материал ортотропен, ио 
главные осп упругости не совпадают с координатными осями.

** Здесь и в дальнейшем приняты обозначения С. Г. Лехницкого [11.

bt- 1 //; D"dx' +W” дх^у о i п 1 on \ d*w
“ \Հ-Դ2 dx'by- I

1 4/յ 4- [) = o. • (1.1)И дхду> 1 “г

Для определения частот к уравнению (1.1) следует присоединить 
определенные однородные граничные условия.

Ищем решение уравнения (1.1) в виде

W = U7 (л, у) Sin wf. (1.2)
где <»—частота собственных колебаний, подлежащая определению.

Подставляя (1.2) в (1.1) и производя преобразования [2,3|

x = /D„a. y = /Da^ (1.3)

в полученном уравнении, находим
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В работе |3| показано, что jx меньше 
ния частот представляем прогиб и «г в виде

единицы. Для определе- • 
рядов по степеням и

W-- W’a+ £u' UMM), 
i-1

(1-5)

u> - = Шо V uX u), *.
Г-1

Подставляя (1.5) в уравнение (1.4) и в соответственные граничные 
условия и приравнивая затем коэффициенты при одинаковых степенях 
՝»., получаем рекуррентные системы дифференциальных уравнении в 
частных производных с разделяющимися переменными. Причем нуле
вое приближение представляется в виде однородной краевой задачи, 
а последующие приближения определяются с помощью предыдущих 
приближений. Из условия разрешимости полученных неоднородных 
уравнений (/ = 1. 2.---) и условия ортогональности их решений с ре
шением пулевого приближения |4| находятся «>/(/' = 1, 2,•••) для дан
ного приближения. Таким образом, получается процесс, где шаг за! 
шагом улучшаются найденные з ։ачения собственных частот.

/1ля иллюстрации предложенного метода рассмотрим к нкретнук>; 
задачу.

§ 2. Свободные колебания свободно опертой пластинки

Пусть прямоугольная пластинка с размерами а \ b оперта по 
всем четырем сторонам

Л ЛХ Г, Л’ ГУ ոոW — 0, Мх= — Du ֊շ-- Ղշ՜Տ ՜՜ Л՜նյ - 0 При X =(>. .X =(7,“ дх2 к оу‘ дхоу
(2.Г/

и. = О, М. = ֊֊ Д։. J֊ -£)։։ —W„-֊ 20^, — - = (1 пр» у = 0, v=Z>.
13 dx։ 5* Ծ)՝ձ ахау ‘ ?

Подставляя (1.5) в (1.4) и (2.1) (заранее надо произвести преобразо 
ванне (1.3)), находим

На доказательстве сходимости рядов (1.5) здесь ле будем останавливаться
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U” =0 (4 = 0, .2,-). ^>=o. -_9Ь Ժ2Ա7'-» 
da2 “ 1 dad։3

(Z= 1, 2,-• •) при a = C и (2.5)

ԱՀ = 0 (/ = 0, i 2...) "Ջ = օ ^i = -Oft
h dp3 ’ d?2 ՜ 3 dad3

(< = 1, 2, ■ •) при ,3 = 0 и = (2.6)
где

a bи l\ =s
^Dn

Собственные частоты н нулевом приближении определяются из 
(2.2) при условиях (2.5) и (2.6), когда / = 0.

Очевидно, что граничные условия удовлетворяются, если при
нять

W’,, = Лтл sin —sin -Հ- • (2.7)
а1 Г,1

Тогда из (2.2) получим

Теперь приступим к нахождению первого приближения. С этой 
целью подставляем (2.7) в (2.3) и в условия (2.5)—(2.6) при / = 1.

ժ4րՀ 
d?>4

nir.i
— Я т.'п COS--------

«1
пп? . է cos—sin т г. а ո~ձ----- sin —Т2- (2.9)

u?։ = 0, ^=֊/(?) при a = 0,
(2.Ю)

w; = o, при a = a։;
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UZ։ = 0’ = ”Р” ^=0‘ 
»

Ա7յ = 0, ֊~i «9 (1) при p = Z»jt

где
- ձ *~' т" {k'm* k*,lL\ h - л‘ д

тя ՜՜ тп Լ «2 ՜" ՜ձ2 ) ’ < тп ՜ V Атп’

/ (Տ) = 2krAmf!-^r- cos ֊■'֊ , T(a) = 2KAwn_2— cos ֊ 
a\°z агог t

Решение (2.9) при условиях (2.10) и (2.11) будет
^տհ^+Գ^+

+օ„Տհ^ + Գ («)Խո е± +1 я,с1,та? +
Պ I a i

i-BpSh^ + C,ch^- + D,sh^? 4- V,(?) Lin'— I
Պ Պ I «1 )
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-AWch£a2J_ + ^ys;|(7/,(Oi) ^(0)^ (2֊H:

^ = ֊^֊1 £/;(0) + ^ (O)(2s2-s?)^--/«•>]. 1

D" = — ֊ и-p W ch -I- I

sh J

4 ^>ch + 0?֊J| ՀՍ„ (u.) 4- (24 - s’) Մք (0) ch •

^f» =
Ր ս.ծ,
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[1 - (-
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h֊Q_______ 1____
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ni/iAmri

խ՛1֊ v;(O)-v,,(O)0^y].



О решении задач свободных колебаний анизотропных пластинок 47- - ' -    - - ՜  — ՜ - — -—  L_—   _   ,՛  1 _— J3C—

Вр =-------- !--------( V' (0) ch Р”Г1Ь1. V' (ծ։) + G<2> -
'■ “■ ’ 1 "

_ G<»ch r’[v, №)+ Vp (0) ch Il.
“i \ ai / ai 11

Գ = ^[ Հ(0)-յ-ւ/,(0)(2ր--^) (2.i6)

=------- 1-------- | ։/■ (/>,) - v (0) ch Ջէ _ o«) +
օ;տհ^Ռձ_1 '՝։J

a.

.Ւ^էհ£ձ_/ճ)*  + 1>(0)էհ-^ձ_(շ^_ր?)
«1 \ <Ղ / Այ

Ak.p-ntn= —--- l-(
mn rtf-p*
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4knp-mn (—i)n|i — (-1)^1
rrr — p-
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(-inqcos — 1 a.

I . ,lr^ 
j ^«Sln-g-

a ձ; и r։ (i=l, корни уравнений

//7w0(/n, n) / Հ V 
g \P~ )

ր' 2kr4 1 —
h-p^irn, n) 

er = 0.

(2-19)

(2.20)

(2.21)

1 -
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Решение (2.13) имеет место в случае, когда корни уравнений 
(2.20) и (2.21) вещественные и различные. l ie представляют трудности 
другие случаи, которые для краткости изложения здесь опущены.

В выражение (2.13) входят неизвестные и «>։ (/н,/г). Для 
определения и>։(т./г) воспользуемся условием ортогональности 1Г0 
и П7Х:

М։ 1>1
( W,) = ( f ԱՀ, liZ.rfad? = о. (2.27)

Подставляя значения Ա70 и \Уг из (2.7) и (2.13) в (2.22), нахо
дим (заметим, что коэффициент Атп входит в (2.13) как множитель

+ (_1)’ՃՀ,ճհ Ջձ.յ^ , (2.23)

где ՃԼ-значения Dm из (2.14) и (2.16), деленные 
на Атп.

Следующие приближения находятся аналогичным образом.
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Если довольствоваться первыми двумя приближениями, то зна
чения собственных частот свободных колебаний определятся фор
мулой

%я ") 4-յւօղ (/w. fl). (2.24)

В конце отметим следующее свойство анизотропных пластин. 
Поскольку упругие свойства материала пластинки различны в разных 
направлениях, го значения собственных частот будут зависеть от тех 
направлений, которые мы выбрали в качестве координатных. Таким 
образом, собственные частоты можно менять, а это даст возможность 
избежать резонирующих колебаний |5|.

Изменение частоты в зависимости от ориентации упругих осей 
анизотропии, для простоты, приведем на примере удлиненной пла
стинки, длинные стороны которой оперты.

Из ранее полученных формул легко найти, что

(2.25)

Если принять, что материал пластинки ортотропен и обозначить 
через L)',; жесткости пластинки в случае, когда главные оси упру
гости совпадают с координатными осями, то между Dn и D\; будет 
существовать зависимость [1]

= /)п cos4 х 4֊ 2 (D՜., -j- 2£)'й) sin’- с cos2 о -у О22 sin4?. (2.26)

4 Я- -лня АН, серия фхэ.-мэт. 1ИУК. .4 ։

Подставляя (2.26) в (2.25), можно получить изменение частоты в
писимости от угла поворота

15 табл. 1 приведено относительное изменение R (?) = Հ.(?լ 
“5, (°)

для стеклотекстолита КАСТ-В со следующими упругими постоянными

£։ = 2,15- 10s ~ ■ Е. = 1.23-10’Д . 
t‘.U“ • CM-

Օ = 0.20՜-10= Д-. ,, = 0.19; >. = 0,11.с .и - 1 ’

Таблица /

5 0 730 15: 22 30 30 37 30 45֊ 52 30 60° 67 30 75’ 82 30 90՝

/?(?) 1 0,977 0,910 0,815 0,710 0,613 
1

0.542 0.503 0.4960,513
1 

0.5400,563 0,572

Имстнгут Математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 13X11963
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I,. Ս՚ովւփւուսն• •!,. Ս. UiurqujtuG

ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ UULbPb ՍեՓԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈհՄՆեՐՒ խՆԴԽՐՆեՐՒ 
ԼՈՒԾՄԱՆ ՍԱՍԻՆ

Ա Մ «I» II Փ Ո Ի 1Г

Հոդկածում ։որկո։.մ Լ անիւրւտրուդ սալերի սեփական հաճս։ խ ակւսնո։- 
թլանների որոշման մեթոդ: Սայի ճկկս։<Հրր ե ււեւիուկւսն նււճախականա թր՚ւնք 
ներկալարկոլմ են չ։որ,ք>երի տեսրոկ ըստ ւիորր պարամետրի: U տարված կիր 
ֆերենրիալ հավասարումների ոեկուրենա ււխւտեմր թուլլ Լ ւոա/իս հաջորրրս՝ 
րար ղսէնել տատանմ ան A/tfl ե հա ձախ ական ութ րոնր' նախօրս,ր արկած
ճշաութ լամը:

11րւդեււ կոնկրետ օրինակ 
կան տաաանու մներր:

դիււսորկկա մ են սպուա Սնված ստլի սևւխ
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