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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. В Еганян

Общее решение задачи теории упругости для 
бесконечной плоскости с луночным отверстием, 

вдоль которого действуют заданные усилия

Задача рассматривается в биполярных координатах. В этих же 
координатах Я. С. Уфляндом рассмотрена общая задача о растяжении 
бесконечной плоскости с луночным отверстием.когда контуры отверстия 
свободны от внешней нагрузки, т, е. выполняются условия |1|:

;֊0 (/ = 1.2).

В данной статье рассматривается случай, когда бесконечная пло­
скость с луночным отверстием свободна от растяжения, а на кон­
туре отверстия выполняются условия 
(фиг. 1):

°4 = պ(Վ т9?!. = '/(«) (/=1,2).

Контурные напряжения (а) и с,- (а) 
(/= 1, 2) должны удовлетворять урав­
нениям равновесия. Кроме этого пола-- 
гаем, что հ/(տ) и производные функции 
■<(։) интегрируемы в пределах ота= — ос 
ДО а= 4-ос.

Сначала будем рассматривать слу­
Фцг, 1.

чай, когда нагрузка симметрична относительно оси ОХ.
Общие формулы напряжений плоской задачи в биполярных ко­

ординатах имеют следующий вид [1]:
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Функция #Ф удовлетворяет уравнению
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Л-օճ . 21 +
Ժ;4 “ da2 “ ԺՅ2 ՚ I (£Փ) = 0.

Общее решение последнего уравнения, то есть g<t>, при усл! 
виях (I) разыскиваем аналогично Я. С. Уфлянду. Если искать фун 
цию g4> в обычной форме интеграла Фурье (четность по а очевид։ 
по условию задачи)

(f (■'$. ?)cos ttwdm, где / (т, р) = Д (т) ch /n*cos3 4՜ 
о
+ В (т) ch т$ sin £ Сm) sh zzz3 cos £ 4՜ D (/n) sh m'i sin 3,

то четыре функции /l(m), B(m), С(т) и Dim) позволяют удовлетв՛ 
рить четырем граничным условиям (1). Однако, при этом фу ша 
</ф не должна изменять напряженное состояние на бесконечности, 
есть должно выполняться условие

(ЯФ) = 0. 
а-0

(41

Поэтому к интегралу Фурье (3) добавляется особое решение типа

A՜(ch a — cos3) In ch a — cos 3 
cAa r cos 3

Постоянная К и позволяет удовлетворить условию (4). Кроме того 
для дальнейшего удобно поставить требование

11m (й'Ф) = 0. (5

Замечая, что

lim (ch a - cos В) In=—2cos3 
a-* ch a 4-COS p

и

IJm J/(m, ₽) 

0

cos midm - = 0

(это вытекает из требования абсолютной сходимости бесконечн։ 
интегралов), положим окончательно

g-ф ^ф0 ц-1\ 2cos 3 4- (ch a — cos 3) In ch a — cos 3 
ch a 4՜ cos 3

где

հՓ0 p" {m, £) cos mAdni.

6
Обратимся к граничным условиям (1), которые с учетом (2 

можно записать так:
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—(^ф0) — X — _ Ksh2g sin 2&__________ ,

' ՛" •. Հ ch a —cos '/ (ch a —cos Յք) (ch а — cos հ )"

(chx - cos?/)4֊ - sha — sin? — 4֊ COS ? ] (£Փ0) = аа/(а).
da di. J 8=^ (8)

('• = b 2).
У сломе (4), с помощью (3) и (6), имеет вид

х«
2/Հ = _ p(/n)d/n. (9>

о

Уравнение (8) служит для определения функций .4 (т), B(ru), С (т) 
и£(/п), а условие (9)—для определения постоянной К.

Левые части первого и второго уравнений (8) представляют не­
который интеграл Фурье. Однако, третье и четвертое уравнения (8) 
непосредственно не дают интеграла Фурье, так как в них перед зна­
ками интегралов имеются функции от переменной а.

С целью преодоления этой трудности, следуя Я. С. Уфлянду, 
дифференцируем третье и четвертое уравнения (8) по а.

С учетом первого и второго уравнений (8) получим

a~i (a) sin &
(ch л — cos ?/ )2

(10)

интегрируя которое по а будем иметь

(֊Ur
1) (gOo) Мт) 

ch-f — cos?/
~.(т)s!n ft 

(ch 7 • cos 8/ )-
ch (11)

(аддитивная постоянная интегрирования в левой части равна нулю в 
саду условия (5)).

Подставляя значение #Ф0 из (7) в (8) и (11), получим следую­
щую систему:

mj' (т, ?/) sin inzdni = 9 (а, 3/), 

(/=1,2) (12>АГ
( ('л2 г 1)/ (т. М cos nw.dm = Ф (2, S/),

где обозначено
о , «М*) К sh 2։ sin 23/2, յ5յ ) — --------- ■-------- -- л ’

chx — cos?/ (ch а — cos ?/) (ch a -}֊cos?4 )-

»(>. Pi) = 4[֊h M14--l հ'(Հ)Տ|Ո^ր d՝- (13)J ch 7 — cos 8/ (ch 7 — cos ?,)-
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Для того, чтобы из условий (12) определить коэффициент 
А(т\, В(т), С{т) и /?(/«), нужно правые части разложить в ните 
гралы Фурье

? («, ?/) = j Н (т, 3/) sin ւահո,

(‘=1,2) (14)

փ (a, ( -И (հո. 'հ՛) cos midm,

° 1
где функции Н{т, 3,) и М(т. ^) определяются равенствами

Н (/п, 3/) = — j ? (а. 3/) sin mid*.

(15)3G
9 Ր

М (т, 3<) = — j > (я, ) cos mzdz.
<>

Из (12) и (14) окончательно получим следующие равенства:

(т* -Ы)/(///, S,) = Af(/rt. 3,).
• I

Откуда и определяются коэффициенты .4, В, С и D, при данных в։(а) 
и '/(я). Таким образом, поставленная задача решается полностью при 
симметричном распределении нагрузки относительно осн ОХ. Точно 
таким же путем решается задача для не симметричных нагрузок, 
удовлетворяющих уравнениям равновесия. При этом вместо четырех 
коэффициентов интеграла Фуръе будем иметь восемь, то есть

.?Фо =

/)= .4/ch cos Р 4՜ Bj ch ուֆ sin 8 4֊ Cj sh z/z3 cos 3 -|- Dy sh m$ sin 3. 
(7 = 1.2).

В этом случае вместо (16) получится система: восемь уравнений 
с восьмью неизвестными Ду, В>, С, и D/ (/= 1, 2).

Теперь рассмотрим случай, когда 
на обе части отверстия соответственно 
приложены экспоненциально изменяю* 
щиеся нормальные нагрузки (фиг. 2) 

lQzdM(cha — cos 8/ )• (—оо<дсО) 
պ(«)= (ո. >2)

'Qftf "a (ch a — COS )a (0<а<сю),

l/j (m> r) cos /;га 4-/3 (tn, 8) sin zna| dm\

Фиг. 2. Պ(^) = 0 (/ = 1,2).
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-.^ь :ւ — положительное число, не меньшее двух, a Q/— параметры, 
связь между которыми получается из уравнений равновесия, которые 

=в данном случае приводятся к одному уравнению

ГМ«)П - ciscos g,) rf։= Г l-ch«cosp, л
J (ch а — cos 3j)J .) ' (ch a — cos?։)2 

■ С о
I Такой выбор нагрузки не только облегчает вычисление интегралов 
| (13) и (՝"). но и лает возможность для осуществления предельного 

перехода (когда л֊*оо) к сосредоточенной силе.
Для этого случая из (13) имеем

®(а. М = ~ К
________ sh 2а sin 23/__________
(ch а — cos ) (ch շ 4- cos ?/ )2

*(«. °'(t) o (<■ = ։. 2). (18)
J ch 7 — cos $1 
0

Подставляя значение подвигетральной функции и производя интегри­
рование, находим

Из. ?.) = [/?—Zz_L ,/Ն՜(/’+1>4 2cos3e{-”։
2 \/i—I/ \« 4՜ 1/

Тогда из (15), с помощью (18) и (19), получим

Щт. ?,) = ֊—Яп
_______sh 2а sin
(ch a — cos 3/) (sh л -r cos ?>i)s 

d

I M (m, 2,) = j| 4-

0

4-2 cos е~лв I cos mada,

Вычисляя второй интеграл (20), находим

I M(W. з,) ֊= [_ Izz*__________ նհ* - 4- 2Ճ£21?<
к /и2 4- (n — 1 )2 nr 4- (/z 4- I )2 nr 4- №

Для вычисления первого интеграла (20) преобразуем подинте­
гральное выражение

к____________տհ2՚7-_______________ sha___________ . sha
(cha - cos3/) (cha т cos3/)2 ch’a —cos’?/ (ch a -f- cos խ)2

(19)

(20)

(/=1. 2).
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Используя приложение [1]. получим

//(я։, ու տհ /л ft 
տհ тт. sin ft

Н(т> ft) = — 2К sin 2ft
2 ch —‘cos ft

2

msli m\ 
sh WKSin ft

(^<ft<0).

(22)

(О <?։<“).

+

Подставляя найденные значения H {m, ft) и Л1(л», ft) в (16) и учиты­
вая (3), получим четыре алгебраических уравнения, решая которые 
находим функции .4 (т), В(т), С(т) и после чего из (9)
определяем коэффициент /<.

Теперь, если на фиг. 2 подсчитать суммарные нагрузки, которые 
приложены на линиях £ = ft и 3 = ft и каждую из них приравнять при 
//.—►оо заданной величине Р, то есть

Hmfe [„(«).(' - eh«cos?,) rf{t=p
J (ell a— COS ft)2

(/- 1. 2), (23)

то получим случай действия двух осевых сосредоточенных сил (фиг. 3).

Фиг. 3.

функции Д (/и), В (///), C(/w)

При этом из (17) и (23) получим

lim Q։ (1 — cos?,) = Р- (24) 
л-.« п 2а

Из (21), с помощью (24), находим

Al (;л, ft) = — Р- (7=1,2), (25) 
• »-

а функции Н (т, ft) (7=1, 2) остаются 
теми же. что и в (22). В этом случае 

и D(rn) и коэффициент К определяются 
с помощью (3), (9), (16), (22) и (25).
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Վ. Վ. b'qIIIGllllG

ԱՌԱՋԳԱԿԱՆՈհԹՅԱՆ ՏեՍՈհՌՅԱՆ խՆԴՐհ ԸՆԴ2ԱՆՈհՐ ԼՈհԾՈհՄԸ 
ՈՍՊՆԱՋեՎ- ԱՆՑՔՈՎ. ԱՆՎ-եՐՋ ՃԱՐԹՈհ^ՅԱՆ ՃԱՄԱՐ, bPF 

ԱՆՑՔհ եՋՐԱԳԾՈՎ. ԱԶԴՈՒՄ է ՏՎԱԾ ՒևՌԸ

Ա Ս՜ «I» II Փ Ո 1' Ս'

գոգվածում էլիտարկվու մ ի 
սուաձւլականոլթլան mlitini [Jլան

ոոպնաեե անցքով անվերջ Հարթ ութ լան 
րնդհանուր իւն/լիրր, երր անցքի եղրա/քծով 

սււրլում է աված րևոր:
հնւք իրր ւ/իսէա րկված է երկրեЬцшլին կոո ր՚/ին աուներով, որի լա Ժ ումր՝ 

(արու. Hi։ հրի «тф ֆունկցիան որոնվում /; (6) տեսքով, որւոեղ մտնալ !\ /լոր֊ 
^’ուրլեի ինսէեւլրալի ւլործակիցներր Որոշելու Համար ոտացվուծ 

են (9 t և ( !<> } շատ պարզ Հավս4ւարսէ1քեևրր:
'Ւիաարկվտծ Լ րեոի ալնպիււի մ տոնավոր դեււրր, որր ո\ միայն ‘>եշ֊ 

Աւացնում £ Ֆարշեի ինւոեցրա/ի րլո րծ ակիցնե ր ր որոշոէք ( 16) և ( 16) ինւոե֊ 
էրւալների Հաշվումրէ ալլ և հն արավորոէ fJլուն է աա/իո ոահւ1անալին անցու֊ 
մով ւլիւււարկհյու կենտրոնացած ումի դեպքր։
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