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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

В С. Виленский

О тригонометрических многочленах полуцелого 
порядка

Обозначим через Т( п 4՜ — ) класс многочленов вида

(1)

которые называют тригонометрическими многочленами полуцелого 
порядка. В последние годы А. X. Турецкий |1,2) и А. И. Пулатов 
[3,4| рассмотрели некоторые задачи об интерполировании, механи
ческих квадратурах и разложении функций в ряды ио ортогональным 
многочленам вида (1). Эти вопросы естественным образом связаны с 

оценками производных от многочленов класса Т Լ/г

В настоящей заметке устанавливаются экстремальные неравенства 
т/ . 1 \для производных от многочленов класса 1 i « + — 1 на отрезке длины

2<о, 0<ս)<-, Затем с помощью перехода к пределу при вы
водится неравенство на отрезке длины 2*, а следовательно, на всей 
вещественной оси. Впрочем, при » = к это неравенство представляет 
собой частный случай неравенства С. 11. Бернштейна для целых функ- 

। ций конечной степени.
/ 1 \Теорема 1. Если $(t) Т 1 л 4- ՚7հ 1 и 
\ -f

|տ(/)>Հ1 (--»</< <d. 0<u><-). (2>
mo

I 'H-֊7r)cosV
KCOK֊֊,— —= (֊*</o). (3>

|/ sln T -sm։y

причем равенство в (3) достигается только для многочленов
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Տ1ո •£- .
T’2/»+i (0 = icos(2fl + l)arccos-------— (— ® <7 <«). (4)<»

sin v 4»

I 7 I = 1. շ 2n 4- 1 точках t>. являющихся нулями . ։ (?) на отрезке 
I — ®, ։”| •

Эта теорема аналогична теореме об оценке производной обык
новенного тригонометрического многочлена целого порядка на от
резке. длина которого меньше, чем период. Доказательство основано 
на той же идее, что и в заметке |5|.

Пусть տ(է)Հ?(ո—֊9֊^; сделаем подстановку ах tg Լ • где

•о
<2 = tg<* 

тогда

*(') (5)
k (1 + ճՀր/՞ 1

где Pja+i (х)—алгебраический многочлен степени 2л 4-1- Заметим, 
что наша подстановка переводит отрезок —® в отрезок
— Если s(0 удовлетворяет неравенству (2). то из (5)
следует, что

|/և,+1(յր)| <}Հ(1 +а։х)։’՜1 ( 1 <Zx < 1). (6)

Для того, чтобы применить общую схему оценки производных алге
браических многочленов, представим положительный многочлен 
(1 4- а2х’)2я+’ в виде

(1 + а’х’)”*’ = Лй,+, (х) + (1 - х=)Л1 (х), (7)

где Л!.'Я+։(х) и .Vi4(x)—алгебраические многочлены степени 2/4 + I в 
2л. все нули которых лежат в промежутке (—1,1) и взаимно разде
лены, причем ЛГ.,.։ (1) >0, 0. Как известно, для любого по
ложительного на |— 1.1] многочлена такое представление возможно 
и притом единственно. Легко проверить (см. [б|), что в нашем слу
чае эти многочлены определяются при — 1 л 1 равенствами

ЛЫ+1 (х) - Re («х + I I
Р 1 ֊ х^У2я(х) = !т (։.г + Z I I л=Н*‘ . I

где з=|1 4֊ о’. Таким образом, мы можем неравенство (6) пере
писать в виде

1.Р2ли(х)|<|.’И2Я.։(х) + / | | —- x։ А6„(х)( (—1 л<1). (9) 

где Л4?л*։(х) и Л'г.,(х) определены посредством (8). Ио, как докатано 
в работе [7]. из (9) вытекает неравенство
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I (<р (л) Р?п 1 (л))' К Н? (*) (/Игп+1 (д') 4֊ i Г 1 — Д2 Мл(х) ]}' I 

(-КХ1) (10)

для любой положительной и непрерывно дифференцируемой на от
резке [ 1,11 функции ф(х). Для того, чтобы вывести из (10) не
равенство (3), положим

? (х) = I
1 (1 4 ^х2)-^’ (И)

Если, кроме того, мы положим

cos 0 =
ах

|՜՜1 + а=х3
/-1 ֊ х2

V 1 4-
(12)sin 5 =

то из (8), (II) и (12) будем иметь

? (х) Л12п+։ (х)= Re (е^я ։)й) = cos (2п — I) arc cos------- —=-
У 1 4- (гх-

г (х) у 1 — лг7У2л(х) = Im [е-'<л,+1>4] = sin [՝2п -д- 1) arccos —аА--^=г.
У 1 4- а2х֊

(13) 
Отсюда, возвращаясь к исходной переменной Հ мы можем при 
— ս> < է < <» написать

է տա ֊շ֊
Պխ+։ (/) <р (х) । (х) = cos (2« -|- 1) arc cos -----------ш 

sin-շ-

t
_______  Sin ֊շ-

'■շր., 1 (7) փ (X) у I — xv ձ՚՚շ« (x) — sin (2« 4-1) arc cos------- —
sinT

Замечая, что в силу (5) и (II), s(Z) = ® (х) Р2я+։ (х) и что

di _ 2
dx 1 4- о3хг '

получаем

(<?(х)Р2я+1 (х))' = s' (/) •

(Т (х) /И..,-,, (л))' = Հ,,, (/)

(14)

(15)

(?(х) |-T^ A'Ux)!' = Հ+1 (/)

Подставляя (15) в (10), получаем неравенство
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1^(01<1<я+։(04-7<я+1(01 (֊«■><*<», (16)

эквивалентное неравенству (3). Ясно, что в (16) равенство достигается 
для многочленов Г։я+1(О- м!՜ Ь в точках ճ(^=1, 2,...,2л }-1). в 
которых обращается в пуль Հո+։ (/). А в силу теоремы, доказанной в 
работе [7], равенство в (16) достигается только для этих многочленов 
и только в указанных точках. Остается лишь заметить, что нули 
с^+։<0 совпадают с пулями ր2րէ.. г(О. Итак, теорема 1 доказана.

В качестве следствия и?, теоремы 1 выведем оценку для произ
водной տ(է) на всей оси.

Следствие. Если տ (է) հ Т ( и 4- и

|տ(0|<1 (֊«<*<*), (17)
то

տ'(Ո1<« + 4- (-°°< «< + «). (18)
W

причем равенство в (18) достигается только для многочленов 
7 cos | (Դ 4- ՛ ), 4- |. I 7 I = 1. любое вещественное число.

Зафиксируем точку է0, — *<Լէշ<Լ~. и выберем такое положи
тельное число что /0!<Հ«<Հր. Из (17) вытекает, что на отрезке 
|—ч>, "| имеет место неравенство (2); следовательно, в промежутке 
(—ш,о>) и, в частности, в точке /0 выполняется неравенство (3), то 
есть

/ , 1 \ է0( n + —)cos՜^
IՀ (Գ) К ֊-֊=-֊■ ֊-= - (19)

|/ sin’-֊-- sin’ շ°-

Устремляя теперь в правой части (19) параметр w к г, в пределе 
получаем

|տ'(4)՚<«+4՜֊ (20)

Неравенство (20) установлено, таким образом, в каждой внутренней 
точке промежутка ( — -,-). Благодаря непрерывности s' (է), нера
венство (20) сохраняет силу и па концах промежутка в точках ± ", 
то есть неравенство (20) справедливо на замкнутом отрезке [— 
Из этого вытекает, что неравенство (20) выполняется на всей оси, 
так как всякий многочлен полуцелого порядка удовлетворяет условию 

s(r) = (-l)ff's(/-|-2^n) 0ո = 0,± 1, ±2,--«). (21)

Итак, следствие доказано.
Как было уже отмечено вначале, неравенство (18) следует из 

общего неравенства С. Н, Бернштейна для производной от целой 
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функции конечной степени. В самом деле, из (21) мы заключаем, что 
неравенство (17). справедливое на отрезке длиной 2к, выполняется на 
всей вещественной осн: с другой стороны, ясно, что многочлены 
s(t) Т ( п փ \ являются целыми трансцендентными функциями ко

нечной степени Следовательно, по теореме С. И. Берн

штейна неравенство (17) влечет за собой неравенство (18).
Мы можем усилить теорему I, если заменим предположение (2) 

более общим, а именно допустим, что многочлен s(t) Т( п ,у ) 

удовлетворяет неравенству

|s(r) Հ.հ(է) (—ш ООО). (22)

где А(/)СТП -1֊ и А(/)>0 на отрезке —<*|. Докажем пред

варительно следующее утверждение.
Те о ре м а 2. Ес ан многочлен հ (/) Т (7 положителен на 

отрезке |— ш.ш]. тогда при любом целом п.^1 мнгочлен
A’ (է) может быть единственным образом представлен в виде

А*(/) = ИО + 1- (23)

где ՝*.{{) и v (t)֊~многочлены класса Т( . имеющие в проме

жутке ( — <о, «>) соответственно 2п - 1 и 2/z нулей, причем эти 
нули взаимно перемежаются, ц(и<)>(). v(«)>0.

Несколько более общая теорема для положительных тригоно
метрических многочленов целого порядка доказана в моем обзорном 
докладе [8]. Для того, чтобы установить равенство (23). мы применим 

է 10снова подстановку ах = tg ֊Դ • aetg• Это позволяет записать

А3 (Г) в виде 

(I -ни’х’)-'’՝1 (I ֊Ւ а’.։’)’*’*
(24)

где Z/J4.J (х)—алгебраический многочлен степени 2/4-1, поло
жительный на отрезке |- 1Л|. Положительный на (- 1,1| алгебраи
ческий многочлен степени 4л 2. стоящий в числителе правой части 
(24), мы представляем в вило

/й+1(х)(1+а’х-у-"-=Л1!,.,(.։) + (! ^)Wj.(x), (25) 
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где Л1?я+։ (х). .¥?„ (х)—алгебраические многочлены степени 2п 1 в 
2«-, обладающие теми же свойствами, что и соответствующие много
члены в формуле (7). Возвращаясь к переменной է и полагая

и(/) = —, v /0 =-------^(х) ։
Ц’4-й2хг) I (l-j

(26}

мы непосредственно получаем формулу (23). Положим для краткости 
I

>■ (0 =

2

՝ (О-

Учитывая (23), мы можем неравенство (22) переписать следую
щим образом

|s(Z)!<|u(/)-rA(/)| (27)

Т е о р е м а 3. Если многочлен s (/) Т ( и 4- удовлетворя

ет неравенству (27), то

ls'(0K./(0-! м'(0| (-<..</< Վ (28)

причем равенство в (28) достигается только для многочленов 751(7), 
|Т I = 1, в 2и 4- I точках t!;, являющихся нулями функции >/(7) на 
отрезке [ <о, и>|.

Доказательство подобно доказательству теоремы 1. Оно также 
основано на неравенстве (10), где о(х) выбирается по формуле (11), 
а многочлены Л/л+Дх) и Л>(л՛) определяются-тождеством (25).

Если многочлен h (է) - Т (l 4- — ) положителен на отрезке 

[— “1 и па этом отрезке имеет место неравенство (22), то вводя 
параметр о>, 0<Հա<Հ«. а затем устремляя ш к ՜ и рассуждая так же, 
как при выводе неравенства (18), из (28) получаем

|/G>H-xV(0i (— ос < ^< + ос). (29)

Заметим, что неравенство (29) есть частный случай одной общей тео
ремы Н. И. Ахиезера |9] об ограничении производной целой функции 
конечной степени в предположении, что эта функция мажорируется 
на всей оси некоторой другой положительной целой функцией конеч
ной степени.

В заключение формулируем теорему, которая даст точную оценку 
производной многочлена полуцелого порядка на всем отрезке [—«>, и>].

Теорема 4. Если многочлен տ{է) Т ( п 4- 'j удовлетворя

ет неравенству (2). то при
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J

3tg։-“- + l

с որ а вед л и во н ер а в енст во

(s'(О I ■ 4֊(2« + ։)= Ctg~=-;„4(«) (- ш с t Ճ »), (30) 

причем равенство в (30) достигается только для многочленов 
7’2я; ։ (0. IТI = Լ 6՝ точках է = ± w.

Аналогичная теорема для многочленов целого порядка доказана 
в заметке [5]. Так как рассуждения при доказательстве теоремы 4 
вполне сходни с приведенными в [5]. то пет необходимости их здесь 
повторять.

Ленинградский электротехнический ннеппуг 
связи нм. пр оф. М. А. Бонч-Бруевичи Поступила 25 VI1563

Վ. U. Վիզեճսկի

ԿՒՍԱԱՄԲՈՂՋ ԿԱՐԳՒ եՌԱՆԿՅՈհՆԱՋԱՓԱԿԱՆ РШЦМШЬРЬ ՄևՍԽՆԱ 1Г Փ Г1 Փ II հ Մ
Աշխատութ բոն մեջ դիտարկվում են (1) տեսքի րադմ անդ աէքեհ ր , որոնք 

կոչվում են կիասսւմրոդջկաբդի ե ոէսնկյունաչափական բա ղմանդամներ! Ապ րաղ՝ 
մանդւոմհերի դասր ն•անակվում է T լ /I ; Նրանց ածանցյա(ների համար

ււսւհմ անվոլմ են անհավասարս։ թ յրւ.ննե ր, սրրէնք համանման են սովորական 
եոանկյսւնաչափական րադմանդամնե րի համար հեղինակի կողմիդ [•> | ե |5’| 
աշիւաասւթւուննեբու >1՝ ստացված անհավասարս։թ /աններին։ Ապացուցվում է 
որ եթե բազմանդամր Տ (/) — T / U -j-- } և տեդի է ունենում (2) անհա- 
վասւորութլունը, ապա ‘ք բ՛ոնից հեաեամ են (3 յ1 և (30) անհավասաբա թյան՝ 
ներբ։ Ավելի րնդհանուր անհավասարս։ ի!բ>ւն- քուն (՝')'/>> ոաացվում Լ աէն 
են իք ադրավյ լամբ, ււբ Տ I է բավարարս։ մ Լ • 'Հ՚-i / ււչա լմ անին, ււրաեդ քք, (է/՛

T ՜Ւ ՜1՜ ) ՚ երբ (I) < ( < <ււ. 0 <Հա ՀԼ~: ^’14 նպատակով

ապացուցվում Լ , որ ցանկացած Ո է ամ բոդջի դեպքա մ ի՜ք է ) րսպմանւյ ամ ր 
կարոդ 1չ նեբկաբոցվե չ ք 2՛!) տեսքով/ որանդ \մ 1) և ‘Հէ) — — ք դասի

բադմանդա/քներ են, որոֆք (—֊ա, (0) միջակայքում ունեն համապտէոաւփւա֊ 
նաբար 'ձո р 1 և 2ռ պարղ արմատներ, րնղ սրում ալդ արմաէոներր փոխա
դարձաբար ընդմիջվում են. ար/ինքն մի րադմանդամի հարևան արմատների 
րէևրաքան չլուր դո։.րյի միհև ընկնո։ մ Լ մյուս յ։ աղմ արհդս։ մ ի ճիշտ մեկ արմաա։ 
(րնորհիվ (23) բանաձևի, (22) անհավասարսւթյուխը կարելի է արտադրել (27) 
տեսքով։ Ապացուցվում կ, որ ‘27)~ից րիւում կ (23) անհավասարությունը։
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(•() անհսւվւսէէարութլունր հանդիսանում՛ է ան-ւտվաււաբութլան մ ա սևա
վոր դեպքր և նրանից աոացվում է, երբ բազմանդամբ նուլնարար հավասար 
Լ մեկի։
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