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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

II X Арутюнян, Б. Л Абрамян, А. А Баблояи

О сжатии упругой сферы с жесткой кольцевой 
обоймой

Задача о равновесии упругой сферы исследовалась в работах 
1аме|։|.В. Томсона |։|. Кри [э|, Б. Г. Галеркннл |‘|, Л. II. Лурье |6Л|. 
С. Вебера р|, Э. Штернберга н Ф. Розенталя |*| и других

В этих работах рассмотрены некоторые случаи о напряженном 
остоянии сплошных и полых сфер

В настоящей работе рассматривается одна контактная задача для 
гпругой сферы.

Решение задачи сводится к определению некоторых коэффициен
тов из „парных" рядов, содержащих полиномы Лежандра. Эта по- 
ледняя задача, в свою очередь, сводится к решению интегрального 
уравнения Фредгольма второго рода.

§ 1. Постановка задачи

Пусть упругая сфера, окантованная экваториальной жесткой 
•обоймой, находится иод действием симметричной относительно оси и 
экваториальной плоскости нормальной нагрузки (фиг. 1). Касательные 
напряжения на всей поверхности сферы полагаем отсутствующими.

В силу симметрии достаточно рассматривать деформацию только 
։етвертой части сферы.

Граничные условия этой задачи имеют вил

= о (it)

Условия симметрии относительно осн z и плоскости Ов-֊-(илн z»0) 

л ре дс т а в л я юте я соот но ш е и и я .м и
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(1.2)
“•I, л = ти1, • = 0. 

2 2

Здесь «р и «6—радиальный и меридиональный компоненты переме
щения: т?о и Тр—касательное и нормальное напряжения асферических, 
координатах р, 0, «р; 6* (G)--кусочно-непрерывная функция, определяю
щая вид нормальной нагрузки, а а—параметр, определяющий ширину 
обоймы.

Уравнения равновесия в сфери
ческих координатах при условии 
осевой симметрии и отсутствия .мас
совых сил имеют вид

(>• 4 2р)sln 0 : ;1 дГ ^2ра>? sln0>=0>

(1.3)

(а 4 2а) sin 0 ֊ —р (2ри>- sin©) =0,

где

Д = -^4—л- ՜ —• (p’«PsIn б) 4 
p-sin6 др ' ՛

д , .. I
4-֊ժ0- (pwosinO) .

К и |ւ-коэффициенты Ламе.
Переходя от координаты 6 к 

ние уравнений (1.3) в виде рядов

ժ . .VW՜՜ in

координате S = cosO. ищем реше-

«г. = А(Р)4- S Л(р)/МО, 
է-2.4,

(1.5)

«* = 2 ?*(ի)(1֊^Հ(?).

Здесь Р*(?)-полиномы Лежандра [ieJ, /\(?) = Г\ (=). а /0(^),.

/*</) и (о)—неизвестные функции, подлежащие определению.
Подставляя выражения (1.5) и (1.4) в уравнения равновесия (1.3). 

после некоторых преобразований для определения функций /0(р). 
/*(р) и ср*(р) получим дифференциальные уравнения типа Эйлера, ре
шения которых берем в форме

А(р) = л4’
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- **՛՛■«

(շ \*-։ / о \*+։-r) 4- Ռ ’

постоянные интегрирования Ао, ДА и С* подлежат определению из 
1ИЧНЫХ условий.

В координатной системе р, о условия (1.1) и (1.2) примут вид 

«о1Р-/г = О (О С * < л = sin а),

Vi?֊/? = 0 (0<$<1), (1.7>

ф(5) 2И(>.4-и)

Wft’E-l ~ = 0
«ek-о = 'рвк^о = о

гсь введено обозначение
6* («) = !(=>.

(ОС? Ջ). (1.8>

(1.9)

Пользуясь обычными формулами

’<>=^ [ > - 4՜ (-“4 sin в) ]+2'х w ՛
диь у 1 

<>? Р

(1.10)

•рб = I1 ծհ о

соотношениями (1.5) и (1.6). для напряжений «Р и --о будем иметь

3k-|֊2’.i 2р. ” г / р \*-‘2
^ав---- р---- Ճ Pk(z)՝ k(k-l)Aj- Л

4-2Д... I \ ^ /

(ЛГ4-1)|Х(^-Л֊֊3) нм*+1)(*-2)1 /Р\*| ..........
Н Й'А’Н 3) + и (/г 4-5)---------------- СЦ,~R ) /’ (1Jl)

2u / р \*-а
^ = -р՜ 2 (1-^(0

I M(k + 2) + ^ + 2k-V) / р у
A(fc-t-3)H-u^+5) \Rj * ՝ '

Нетрудно убедиться, что условия (1.8) удовлетворяются гождест- 
э, при этом должно быть использовано соотношение

р2т(0) = 0. (1.13>

Удовлетворяя, далее, условиям (1.7), находим
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(*_Ո|).(* + 3)-ւթ(*4-.5)| Q . , пм|
с*---------- + - д‘. (<-2,4....) (1.Т4Л

а для определения коэффициентов До и Л* (k = 2, •!,•••) получим 
следующие ряды-уравнения

У + («<!<!),
*-ол... V

(1-15)

V S*P<(c)-0 (0<В<«).
л-0.3..-* 

где введены следующие обозначения

<*»2.•'•••■>.

4и’А2 4- (' — и) (3>- 4- 4uJ А 4- 6а* -• !4>.и 4 6|*3 .. .-г
"*՜ Ճ(Հ .1շ*+1)*_շ1.(2*>_1)|՜ ՜

Таким образом, решение поставленной задачи свелось к опреде* 
лению коэффициентов Bi (к = О. 2. - - -) из «парных- рядов (1.15), со
держащих полиномы Лежандра. После определения коэффициентов 
все постоянные интегрирования определятся соотношениями (1.14) и 
(1.16).

§ 2. Исследование .парных՜ рядов

Если в рассмотренной нами задаче принять, что при наличии 
сжимающих сил жесткая обойма, в свою очередь, вдавливается в сфе
ру, тогда решение задачи сведется к .парным՜ рядам-уравнениям вида

V B,(k -J-2-4-։Лрв(;) = Ф(;) (а<=<1),

>-о.з. - \ - ✓
(2-1)

У. = (0<=<а).
*-0.3, 

где Bk — неизвестные коэффициенты, числа при остаются
ограниченными, g («)—непрерывная функция и имеет кусочно-непре
рывную производную, а *(•)-кусочно-непрерывная функция, имею
щая ограниченное изменение и указанном интервале.

Ввиду этого целесообразно вместо системы (1.15) рассматривать 
более общую систему (2.1).

Предварительно рассмотрим следующую систему

Տ Т + ։«)РЛ;) “'НО (0<а<5<1).

(2.2)

VJ А'Л(1) = /»։(։) (—Кс<а).
л-0
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Подобная система в частном случае была рассмотрена в работе 
Ч. М. Минкова |։'|, а общее решение этой системы при зл=0 данов 
работе А. А. Баблояна [1S].

Займемся решением „парных“ рядов (2.2). Для этого обозначим 
значение второго ряда (2.2) в области «<? < 1 через IV’G)

^(0 =2 ХаРа$) (ճ<;<1). (2.3)
я-0

Тогда из второго уравнения системы (2.2) и из (2.3) для коэффициен
тов Хг. получим 

и 1
Х„=(л+-’-) I g^P'Wdl + ^n-i- у) \ W(-)P„Ci)d-. (2.4) 

- I a

С помощью известной формулы

sin 17 л 4-_ԼՆրօօօտ7՜| = (2-5)

т
преобразуем первое уравнение системы (2.2) к виду

Ճ/Հ 1 ’+ *2Йт)’։п|(" ■' 4՝)arccos՜1] “ рг] (=՜-ֆ.- (2՝6) 

т

Умножив теперь обе части уравнения (2.6) на (1 — т2)՜1'՛ и про
интегрировав полученное выражение по հ в пределах от а до 7, по
лучим 

“V / л- \ / / 1 \Ո V՜՝ z‘ Ո / > I —ял \ / , 1 \3Տ շ„-+-ք( ' + -25ГП-) со։ Ռ + yJorccos-f - 
п—0 ՝ ' ’ - ՝ /

-cos [(՞+т)ягсcose]}=ihJJ՝ (а <։)- « I
(2.7)

Подставляя значение Хл из (2.4) в (2.7), после некоторых пре
образовании получим

f -(Sk = J - у ■■՝■ - (т - +տ<5՛ г» (и + 
а - I

+ JS(;. -)«/(;) (2.8)
a a t

где введено обозначение
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5 zt _ у 2/2 «л 
ձ(” •> -21 2/г_|_1

я «О
arc cos а

— cos arc cos (2.9)֊

При получении формулы (2.8) использовано известное 
ряда I19)

значение

У, Рп (?) cos
л-О

аге cos 7
12(т —(7 >?) 

О (ко.
(2.10)

Пользуясь формулой обращения интегрального уравнения типа Абеля, 
для определения функции U7 (;) из (2.8) получим следующее инте
гральное уравнение Фредгольма второго рода

••<=>- ք АЖ ” ГИЛ+(НМ О*
а а а

-I
Примем далее, что

l£(B) (֊ճ<Հ<ճ)

(2.11)

(2.12)

и рассмотрим случай, когда функции U’z(?) и g ($) обе четные.
В этом случае формулу (2.4) и интегральное уравнение (2.11)

можно представить в виде
«

Л. (?)<«+ (

0 а

(2.13)

IV” (z) = _!_ՃՀ
֊ dz J (z-7)։-

i
f |(a + г)֊՛ —(I + 5)-' - + S, ($, T)J W(հ) ժ;4-

a

4. J|(a -■ - (T + 0-v. + (a ֊ ֊ (7 ֊ «) ' - + S։(5. 7)] g (5) d֊4֊

+ f մՀ - , (2.14)
J /1 -7։ J <?-f> ’ 
a T

где
Հ(Հ7) = Տ(Հ7)֊ք-Տ(-;,7). (2.15)

Отсюда видно, что решение (2.13) системы (2.2) совпадает с реше֊
нием „парных** рядов (2.1), то есть
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*2* = йа, %շ*+ւ=0 (* = 0,1,2,...), (2.16)

Для
1(2.14) է

КЦня UTz(z), которая определяется из интегрального уравнения 
к), является значением второго ряда системы (2-1) в области 

|1<շ<Հ1), то есть значением перемещения в этой области.
задачи, рассмотренной в § I, положив в формулах (2.13) 
(;)—О, получим значение коэффициентов „парных" рядов 

15) в виде
1

/^(2*+ 1) С U7(Q Р* (;)(/;, (2.17)

функция W'fz) определяется из интегрального уравнения

Следует отметить, что если в (2.11) и (2.12) принять обе функции 
pi) и £մ) нечетными (это .можег иметь место при решении других 

1евых задач о сфере), то в этом случае (2.4) и уравнение (2.11) 
Щут вид

T)_(a + =)-l/s_F(T_|_:)-4llZ(:) +

֊ (Т ֊ i)-'A ~ (а + i)՜7’ ֊հ (7 + i)֊7՛ -♦֊ (S, 7)J g (=) մ=-ք֊

(i ֊ T)''1’ (2.21)

Հ(*, T)=S(5, 7)-Տ(-Լ 7). (2.22)
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Легко видеть, что при этом решение (2.20) системы (2.22) сов
падает с решением следующих „парных“ рядов уравнений

Տ А* 
i-u....

k -հ -շ-4^)^(Ո = 'И0 (а<5 <1),

(2.23)

*-։д— 
(0 < ; < а),

то есть
А'2^1 = Л2*+1, АГ2* = () (6 = 0, 1. 2,---).

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 15 IV 1964
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ԿՈՇՏ ՕՂ-ԱԿԱՋեՎ. ԳՈՏԵԿԱՊՈՎ ԱՌԱՋԳԱԿԱՆ ԳՆԴհ 
Ubll/m ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ Ո Փ Ո հ Մ

Հւսր[ածր։ւ մ դ իւէւարկէ]ու մ է աոաձդական դնդի համար մի 1լոնտրմրւրւ"ւ(ձ 
խնդիր:

Խնդրի լա Л ու մր րհ րւքւււ i! Ijiil անդրի 'իււ ililjif իան ե ր ւդա րւււնա1[րււ
հդադդձ շարյմւրիդ որոշ գործակիցների որոշմանը: Ար/ ւքերջին խնդիրը 
հերթին րեր։իա.ւ)' / մ>րեդհւր(մի երկրորդ ււեււի ին 1Иէւ դրաj հա 1/ա U U1 ր մ Ill'll լւսծ՝ 
մանր:
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