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Некоторые вопросы развития теории 
анизотропных слоистых оболочек*

Введение. Настоящий обзор посвящается современным вопросам 
теории анизотропных и неоднородных (слоистых) оболочек. Здесь 
освещаются лишь те вопросы, которые наиболее важны с точки зре­
ния автора и по своему духу близки его научным интересам.

Обзор составлен на основании работ, опубликованных как у нас 
в СССР, так и за границей. Однако, основное внимание уделяется ис­
следованиям советских авторов.

Здесь сознательно не рассматриваются работы, посвященные 
трехслойным оболочкам, так как они достаточно полно освещены в 

(ранее опубликованном обзоре |1|.
Из большого числа работ, посвященных теории аниютропных 

слоистых оболочек, здесь будет цитирована лишь часть, которая не­
обходима автору для подтверждения выдвинутых и яей и положений.

Считаем нужным отметить, чго первые работы по теории анизо­
тропных оболочек выполнены в СССР в двадцатых годах нашего века 
и посвящены вопросу теории осесимметрично нагруженных ортотроп­
ных оболочек вращения [2].

Вопросы линейной теории статического равновесия анизотроп­
ных слоистых оболочек. Основы общей теории статического равно­
весия анизотропных слоистых оболочек разрабатывались на базе клас­
сической теории изотропных оболочек [3 6] и теории; анизотропных 

'.'слоистых пластинок [7, 8]. Симбиоз зтих двух разделов теории упру- 
. гости. дал возможность построить общую теорию анизотропных сло- 

! истых оболочек на уровне классической теории изотропных оболочек. 
Однако, построенная при этом теория содержит серию специфиче­
ских особенностей, которые препятствуют непосредственному распро­
странению всех результатов классической теории изотропных обо­
лочек на случай анизотропных слоистых оболочек.

Вся специфика теории анизотропных слоистых оболочек обус­
ловлена соотношениями упругости, которые принципиально отличаются 
от соотношений упругости однородных изотропных оболочек.

Принимая для всего пакета оболочки в целом гипотезу неде- 
формируемых нормалей, построена общая теория анизотропных сло-

՛ Работа доложена на II Всесоюзном съезде по теоретической и прикладной 
механике.
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истых оболочек в случае, когда в каждой точке каждого слоя имеется 
лишь одна плоскость упругой симметрии, параллельная срединной 
поверхности оболочки [9֊ 13].

Как и следовало ожидать |7, 8], в общей теории анизотропных 
слоистых оболочек уравнения равновесия*:
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Здесь и в последующем принимаются общеизвестные, обозначения [3- Տ, 13].
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и геометрические граничные условия остаются такими же, как и в 
■случае изотропных оболочек |3—6]. Статические же гриннчные ус-

R лония остаются неиз­
менными лишь в

Фиг. 1. Фиг. 2.

Что же касается соотношений упругости, то они, как было ука­
зано выше, принципиально отличаются от соотношений упругости 
теории изотропных оболочек и в случае анизотропных слоистых обо­
лочек. в простейшем варианте, записываются следующим образом:
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(Поперечные силы Д'/, как и в случае изотропных оболочек, 
определяются из уравнений равновесия).

Для полноты картины приведем также значения жесткостей 
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Рассматривая соотношении упругости (1), замечаем, что в общем 
случае анизотропии (здесь и в последующем пол общим случаем анизо- 
тропин оболочки будем понимать случай, когда в каждой точке каждого; 
слоя имеется лишь одна плоскость упругой симметрии, параллельная: 
срединной поверхности оболочки), в отличие, от случая однородной изо-

Фиг. 3.

тропной оболочки, соотношения упругости анизотропных слоистых обо­
лочек содержат «дополнительные^ члены, которые могут иметь порядок 
«основных» членов. Эти •՛дополнительные» члены (подчеркнутые в (4)) 
характеризуют взаимное влияние различных видов деформаций.

В силу указанной структуры соотношений упругости, основные 
уравнения теории анизотропных слоистых оболочек, даже в случае весь­
ма пологих или круговых цилиндрических оболочек, записываются в 
виде сложной в громоздком системы дифференциальных уравнений я 
частных производных восьмого порядка с неразделяюшимися перемен­
ными.

Полную систему дифференциальных уравнений линейной теории 
анизотропных слоистых оболочек можно составить и решить различными 
способами [13]. Наиболее распространенными способами являются

а) решение задачи в перемещениях, то есть представление полной 
системы уравнений в виде грех дифференциальных уравнений относи­
тельно трех искомых перемещений и (л, Զ), v (а, 3) и w(a, р)

/.пп — Л։2г • Z.„w — Ճ,

-г -г = К, (б)

4 Lnv + = Z,
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б) решение задачи в перемещениях и функциях напряжений, то есть, 
рнмер, представление полной системы в виде двух дифферент ал ь- 
упавненнй относительно нормального перемещения а» и функции 

ижений Г (я. 3)

— LtF -4- v,f = Z
1 .։Ւ' ]- Լսւ< j- ?rW = 0. (7)

ti| решение задачи в потенциальных функциях, то есть, например. 
Ьтлвленне основного уравнения в пи н одного уравнения восьмого 
ика относительно одной потенциальной функций Ф

+ + (8)

Г)՛ решение задачи в усилиях и моментах, то есть непосредственно с 
№Ы0 уравнений равновесия (I) в уравнений неразрывности дефор- 
;НЙ. записанных в усилиях и моментах.

В этих уравнениях линейные операторы /.» с переменными ковф- 
нентами (в общем случае) содержат множители, зависящие от 
ТкосгеЛ ('ih. К/ь lyut.
В общем случае эти операторы имеют весьма сложную структуру. 

рИМер,

I հ=֊ձ -f 4!в d '■(</и)+г и- »ժ«» -L w.)i
АВ 02 л 1 օշ ժւ

I _ձճ/. {d )_ °_ճլ + J__£ ճ.1,4 ճ ձ(մս)4-

2 и ԺՅ м I .Ш Հտ В । ԺՅ л)

! Դ ~ \ւ. (Հ։) - /- (Հ;) 1 - -f -1, (d„)֊°1' ւ (մ„փ
Oi 2 02 Ժ։ J

ժ
Д- 02 02

+շճ« [Д?_ 
AB I

J OB (է_ 1 cM d 
В 02 ԺՑ A Օֆ 02 J

_^/JL£V ։ ^ձճ 
ժշ \ Д Ժյ ' В2 ԺՅ

dik = dik (Сц, Kit).

Описанная сложная картина существенно упрощается в случае 
зтропных оболочек (здесь и в последующем под ортотропными обо­
ими будем понимать такие оболочки, которые изготовлены из орто- 
иного материала так. что два главных направления упругости в каж- 
точке каждого слоя оболочки совпадают с направлениями соответ- 

pOHlitx линий кривизны срединной поверхности, а третье на правде- 
*-С нормалью к срединной поверхности).
Для полноты картины укажем, что в случае, когда оболочка нзго- 

ясна из ортотропного материала так, что главные направления упру- 
«Пт АН. ССри« фн.։..млг. и»ук, .М Э 
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гости не совпадают с направлениями линии кривизны, повторяется кар­
тина общего случая анизотропии, то есть задача математически форму­
лируется так же, как для общей анизотропии, при этом лишь над<
учесть, что жесткости с индексами ./6“ и „я 6“ будут представлены 
посредством соответствующих жесткостей с индексами «11», «22», «12».
«66».

В случае ортотропных оболочек в соотношениях упругости все чле­
ны с коэффициентами «16» и «26» превращаются в пули и соотношения 
упругости приобретают структуру соотношений упругости изо:ройных 
оболочек. Поэтому исходные уравнения получают общую структуру со­
ответствующих дифференциальных уравнений теории изотропных обо­
лочек. При этом ошибочно утверждать, что теория ортотропных оболо­
чек совпадает с теорией изотропных оболочек. Однако, следует отметитьЛ 
что родственная структура разрешающих уравнений дзет широкие воз­
можности распространять разработанные для изотропных оболочек ме­
тоды решения основных дифференциальных уравнений на случай орто­
тропных оболочек [13’.

При построении обшей теории анизотропных оболочек не были забы­
ты и статико-геометрические аналогии. Как и в теории изотропных обо­
лочек, установлены статико-геометрические аналогии [14', которые пред­
ставляют структурную связь между однородными статическими и гео­
метрическими соотношениями.

Таким образом, мы можем констатировать, что в принципе общая 
теория анизотропных слоистых оболочек на основания гипотезы недефор- 
мируе.мых нормалей построена. Однако, и на сегодня имеется много ин­
тересных вопросов, которые важны с точки зрения общей теории анизо- 
тропных оболочек. К таким вопросам, например, относятся: анализ 
асимптотических свойств интегралов дифференциальных уравнений 
анизотропных слоистых оболочек, установление связи между механи­
ческими характеристиками и асимптотическими свойствами интегралов 
уравнений и т. д. Большое прикладное значение имела бы разработка 
общих пршшииов установления рациональных типов анизотропии и 
неоднородности оболочек при заданных вероятных формах нагружения. 
Весьма актуальным надо считать разработку теории анизотропных обо­
лочек, изготовленных из материалов с различными физико-механичес­
кими свойствами на сжатие и растяжение.

В завершение этого раздела приведем некоторые соображения от­
носительно принятой исходной гипотезы недеформируемых нормалей 
К.ирхгоффа-Лява.

В последнее время в литературе по теории оболочек и пласти­
нок все чаще и чаще указывается, что гипотеза Кирхгоффа-Лява» 
будучи чисто геометрической, с известной точностью справедлива ;ля 
тонких оболочек и пластинок не азисимоот ти; .՛ маге-:ь-> • об, дочки. 
Такое утверждение надо считать и верным. Цело в год. ч о гипотеза 
недеформируемых нормалей, будучи геометрически сформулирован­
ной. имеет ясно физикю-механнческое содержание. В этом легко убс- 
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даться, рассматривая, например, теории анизотропных оболочек и 
пластинок, построенные без гипотезы Кирхгоффа-Лява [13|. Из этих 
исследований видно, что теории оболочек и пластинок, построенные 
на основании гипотезы недеформируе.мых нормалей, безразличны к 
поперечным нормальным и сдвиговым характеристикам материала 
оболочки, т. е. к фйзико-механическим отношениям типа £uj'Gi\ 
Eu/G^, и т- д- Таким образом, принимая гипотезу недеформи- 
руемых нормалей, при различных значениях отношений типа Ец/Е33 
и т. д., для рассматриваемой оболочки получим одни и те же зна­
чения перемещений и напряжений, что в корне ошибочно, тем более 
для анизотропных оболочек.

В связи с этим напрашивается разговор о точности и пределах 
применимости теории анизотропных слоистых оболочек, построенной 
на базе гипотезы недефор ми руемых нормалей.

Этот весьма важный вопрос привлек внимание исследователей 
лишь недавно и .то сих пор окончательно не исследован. Дело в том, 
что установленная для однородных изотропных оболочек точность 
гипотезы Кирх гоффа-Л я на сформулирована чисто геометрически и не 
отражает всей сложной картины, связанной с анизотропией и слои­
стость к» оболочки.

Здесь взамен простои и четкой оценки 

напрашивается что-то обобщающее, вроде

• • • ) 1. (9) 
\К< /

По-видимому, решение этой весьма важной проблемы следует 
искать в исследованиях анизотропных слоистых оболочек, выполняе­
мых на базе уравнений трехмерной задачи теории упругости анизо­
тропного тела.

В последующих разделах обзора будем рассматривать отдельные 
частные теории и отдельные типы оболочек. Однако, при этом будут 
освещаться не только узкие специфичные вопросы, во и общие по­
ложения. которые важны с точки зрения общей теории анизотропных 
слоистых оболочек вообще.

Безмоментная теория анизотропных слоистых оболочек. Как 
и в теории изотропных оболочек, под безмоментной теорией подра­
зумевается приближенный метод расчета оболочек, основанный на 
предположении такого распределения расчетных напряжений по тол­
щине оболочки, ч го н уравнениях равновесия (i> члены моментного 
происхождения могут быть пренебрежены. Эта наиболее элементар­
ная теория до сих пор построена лишь для однородных и симме­
трично собранных относительно срединной поверхности слоистых 
анизотропных оболочек [15. 13]. Что же касается произвольно соб­
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ранных слоистых оболочек, то здесь, в общем случае, нет возмож­
ности реализовать бёзмоментное напряженное состояние вообще н, 
пожалуй, можно говорить лишь об отдельно взятых безмоментных 
слоях оболочки.

Следует указать, чго до последних лет безмомёнтная теория 
анизотропных оболочек, ввиду кажущейся тривиальности, не обра­
щала на себя внимание широкого круга исследователей. Однако, уже 
выполненные исследования [15, 16, 13] говорят, что вопрос безмо- 
мецтной теории анизотропных и, тем более, анизотропных слоистых 
оболочек представляет самостоятельный интерес и нуждается в до- 
пол н ите л ьны х и сел едова ния х*.

Любопытно отметить, что уже для однородной оболочки наличие 
„дополнительных“ членов в соотношениях упругости (4) в задачах 
прочности и деформативности анизотропной оболочки приводит к ка­
чественно новым, специфичным результатам [13. Г>].

Симметрично нагруженные анизотропные оболочки вращения. 
Вопросам построения теории и разработки методов интегрирования 
уравнений симметрично нагруженных анизотропных слоистых оболо­
чек вращения посвящены исследования многих Авторов [2, 13, 17— 
— 21]. Однако, все известные нам работы, за исключением одной [23], 
посвящены ортотропным оболочкам. В этих работах, как правило, 
введением вспомогательных функций тика Мейсснера-Рейсснера ис­
ходные \ равнения представляются в виде системы двух уравнений 
относительно двух искомых функций V (տ) и U’’(s) или, в общем 
с чу чае, наложением некоторых ограничений па механические харак­
теристики оболочки (С.ГСП = /Հ„.tK-n^Dn-Dn = ՝*■) система двух диф­
ференциальных уравнений приводится к одному дифференциальному 
уравнению второго порядка относительно искомой комплексной функ­
ции С

!. («) 4֊ 1А (c,i։ к*. Drt)^֊4’(s),
(10) 

5=w-H?(Ca, Кгь, D{fl)w,
(укажем, чго в некоторых частных случаях для получения урав­

нения (10) нет необходимости вводить приведённые выше ограничения).
Исходные уравнения теории анизотропных слоистых оболочек 

вращения в общем случае, как правило, решаются методом асимпто­
тического интегрирования. При этом ограничиваются лишь первым 
приближением (кстати, в этом случае введенное механическое огра­
ничение теряет свою силу). Полученное таким образом решение, как 
и следовало ожидать, не может быть использовано вблизи особах 
точек. В теории анизотропных оболочек вращения нет исследований, 
в которых найденные интегралы исходных дифференциальных урав-

* Доскональное исследование безмоментного состояния анизотропных оболочек 
пй’/кно также потому, что безмрме иная теория лежит н основе весьма важной за­
дачи устойчивости анизотропных слоистых оболочек.
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։нй сохраняют силу и в особы т-.՝֊: . . [25, 26|. Такое исследовя- 
I՛представило бы большой интерес, так > в отличие от изотроп- 

х оболочек. щесь мы. вероятно, столкнемся как с геометрическими, 
:и с физико-механическими особенностями оболочки. Пожалуй, 
кь мы будем иметь физико-геометрические особые точки.
I Анизотропия оболочки существенным образом влияет ня вели- 
|в зон распространения эффектов от линий и точек искажения, 
фнмер. она существенным образом влияет ни зону распространения 
еиого эффекта. В этом легко убедиться, рассматривая формулу 
1ны зоны распространения краевого эффекта в однородной орто- 
Юной круговой цилиндрической оболочке

I *• ""
Результаты, полученные при исследовании зон распространения 

рейтов от линий искажения, были использованы при построении 
теории конструктннно анизотропных оболочек вращения [13, 27|. В 

IX работах, использованием законов распространения краеного эф- 
га. установлены принципы .размазывания’ эффекта дискретно 
вложенных поперечных ребер при переходе к конструктивно 
отропным оболочкам.
Однако, мы считаем, что вопрос построения обшей теории кон- 

уктивно анизотропных оболочек вращения и на сегодня предеге в- 
т большой интерес. Здесь следует построить достаточно точную 
"ijiio оболочек вращения в общем случае анизотропии с дискретно 
вложенными поперечными ребрами и найти обоснованные правила 
мазывания* ребер по всей оболочке. При этом особого внимания 
ует задача контакта (точного) одного ребра с анизотропной обо- 
:ой вращения.

В заключение этого раздела еще раз напомним, что лишь в од- 
работе (23) сделана попытка исследования оболочек вращения 
5шем случае анизотропии. В указанной работе рассматривается 
овая цилиндрическая оболочка, изготовленная из ортотропного 
гризла так. что главные направления упругости не совпадают с 

yHndv.H геометрическими направлениями оболочки, что, как было 
лино выше, задачу сводит к уравнениям общего случая анизо- 
дни.

Мы считаем, что исследование симметрично нагруженных обо- 
ЮЧ вращения в общем случае анизотропии должно быть в центре 
рання исследователей, так как эта проблема имеет как большое 
рстнчсское, так и важное прикладное значение. (Здесь мы, напри- 

имеем в виду оболочки вращения, косоармированные стеклово- 
том, проволокой, железобетонные оболо чки с косой арматурой, 
шнчсскис оболочки е часто расположенными косыми ребрами 

1D.).
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Анизотропные слоистые цилиндрические оболочки. Теория jiihm 
зотрриных цилиндрических оболочек разработана достаточно полно. I 
Основные уравнения теории в случае однородных ортотропных обо­
лочек были получены еще в тридцатых годах нашего столетня 123]. 1 
Что же касается общего случая анизотропии, то основные уравнения 
цилиндрических оболочек были получены лишь в 1948—50 годах 113]. I

Цилиндрическая форма оболочки принципиально новых особен- 
костей в общую теорию нс вносит, однако» в случае цилнндрическэд 1 
оболочек исходные уравнения существенно упрощаются и появляются I 
реальные возможности решения этих уравнений в случае большей 
серии конкретных задач ортотропных оболочек.

Обобщением методов Навье и М. Леви на случай слоистых ор- | 
тотропных оболочек, решены многочисленные конкретные задачи 
слоистых ортотропных ни шндрических оболочек, представляющие 
большой интерес для современной техники. Получены асимптотиче­
ские формулы для внутренних усилий ортотропной цилиндрической ' 
оболочки и окрестности точки приложения сосредоточенной силы |Ջ9|. I

Много работ посвящено конструктивно анизотропным цилиндри­
ческим оболочкам. Из этой серия работ особо следует отметить те, 
в которых, исходя из теории оболочек с конечным числом подкреп­
лений. делаются попытки дать достаточно обоснованные условия „раз? 
называния* ребер |5, 13, 27. 30—32].

Однако, как и н случае оболочек вращения, проблема ,размат| 
зывання“, то есть основная задача конструктивно анизотропных ци­
линдрических оболочек, до сих пор окончательно не разрешена. На 
сегодня .мы еще не имеем четких и обоснованных рецептов, которыми 
можно пользоваться при рассмотрении цилиндрических оболочек с| 
различными типами подкреплений, материалов ребер и оболочек,՜ 
Граниных условий и нагрузок. Особо важным надо считать разработку! 
теории цилиндрических оболочек, косо подкрепленных ребрами н.ы 
навивкой. В этом случае задача „размазывания* становится весьма 
специфичной, ибо сразу сталкиваемся с вопросами общего случая 
анизотропии.

Общий случай анизотропии является слабым местом в теории 
цилиндрических оболочек. В этой области почти ничего не сдельно. 
Здесь мы большие надежды возлагаем на метод малого физическою 
параметра, где в роли малого параметра, по которому разлаганжя 
искомые величины задачи, выступает не относительная толщина /ifRtii 
а некоторая малая физическая величина типа [117]

թ=-/^=<Լ 
\ ом*

В теории анизотропных оболочек особый интерес представл?.ют 
задачи концентрации напряжений у краев отверстий, задачи оболо­
чек с подкрепленными отверстиями и другие. Нам кажется, что эта 
задачи в случае существенно анизотропных оболочек должны быть 
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исследованы с помощью более точных уравнений, чем уравнения 
классической теории, опирающейся на гипотезу недеформируемых 
нормалей. Дело в гом. что классическая теория не в состоянии дать 
достаточно точную картину распределения напряжений вблизи от ли­
ний искажений, что очень важно при рассмотрении задачи оболочек 
с отверстиями [118]. Мы полагаем, что эти исследования надо начать 
с анизотропных весьма пологих и цилиндрических оболочек.

'Геория анизотропных оболочек, ввиду большого числа незави­
симых упругих постоянных, дает возможность по-иному, с единых 
физических позиций, подойти к построению приближенных теорий 
как изотропных, гак и анизотропных оболочек. В некоторых работах 
(33. 34|. варьированием упругих постоянных уравнений анизотроп­
ной цилиндрической оболочки, получены семь самостоятельных՛ ва­
риантов приближенных уравнений теории "цилиндрических оболочек. 
Показана взаимная равнозначность некоторых геометрических и ста­
тических гипотез прикладных теорий оболочек.

С точки зрения построения приближенных теорий анизотропных 
оболочек вообще большой интерес представили бы исследования 
асимптотических свойств интегралов уравнений анизотропных цилин­
дрических оболочек.

Пологие анизотропные оболочки. Теория анизотропных слои­
стых оболочек с большим показателем изменяемости. В 1947—43 
годах уже были записаны исходные дифференциальные уравнения 
теории пологих оболочек в общем случае анизотропии [9, 10], од­
нако. до сих пор ни одна конкретная <адача в общем случае анизо­
тропии не решена, и все последующие исследования были посвящены 
ортотропным оболочкам |13|.

При решении задач пологих ортотропных слоистых оболочек 
были использованы как метод Навье, так и метод М. .՜և ни. Здесь до­
статочно эффективным оказывается обобщенный метод Навьем с уси­
лением сходимости рядов путем выделения решении некоторой изо­
тропной пластинки. Показано существенное влияние слоистости на на­
пряженное и деформированное состояние пологих оболочек, в част­
ности, указано, что периферийное расположение материалов с большим 
модулем упругости эффективнее для пологих оболочек, чем для 
подъемистых, а также эффективнее для оболочек с линиями и точ­
ками искажения, чем для гладких оболочек [13].

Проблема пологих՜ оболочек в общем случае анизотропии, как 
и в случае других типов оболочек, остается не разрешенной и, ве­
роятно, может быть разрешена с помощью применения метода малого 
физического или физико-геометрического параметра, то есть примерно 
так, как в случае цилиндрической оболочки.

Уравнения теории пологих анизотропных оболочек, как и в слу­
чае изотропных оболочек (б|, могут быть истолкованы как уравнения 
теории оболочек с большим показателем изменяемости. Однако, как 
а следовало ожидать, они могут быть использованы и при решении 
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задач, казалось бы мало похожих на зад. ч՛, о построении :;։н|ряя®И 
ных состояний с большим показателем изменяемости. (Например,-1 
при рассмотрении задач пологих оболочек, оболочек нулевой глус-я 
соной кривизны, оболочек, не имеющих особенностей, при рассмо-1 
трении задач о построении простого краевого эффекта и др.).

Приведенные выше проблемы и задачи заимствованы из арсеиази 
теории изотропных оболочек, и поэтому все они в случае анизотроп­
ных оболочек нуждаются в коррективах. Дело в том. что анизотро­
пия и слоистость оболочки настолько действенны, что вынудят инеств 
коррективы не только п формулировку задач, но зачастую и в о։։ре-.| 
деления. Например, в случае пологой цилиндрической оболочки необ­
ходимо уточнить определение „не слишком длинная оболочка": ши 
например, надо уточнить формулы асимптотического предстаплевм 
интегралов исходных дифференциальных уравнений

«=Л’ф(«. ֆ. *) i = 4,Д Ф, + -Ա։փ..., (13);
k к-

так как здесь показатель изменяемости будет функцией не только! 
относительной толщины, но и физико-механических характеристик 
материала оболочки [13. 6].

Нелинейная теория анизотропных слоистых оболочек. Этот 
раздел теории анизотропных слоистых оболочек начал развивагьей 
лишь в последние годы. Поэтому полученные здесь результаты не­
сколько ограничены и, как правило, на основании нелинейной теория 
изотропных оболочек, обобщают результаты линейной теории зяйо- 
тропных слоистых оболочек на случай нелинейных задач.

На сегодня в основном завершено построение исходных с-отно* 
шений и уравнений на уровне нелинейной теории изотропных-, оболо­
чек Кармана-Власова |20. 35—39].

Наиболее полно изучены уравнения приближенной теории поло* 
гих оболочек

Z-i (/Л*. Kik) w — 1.л (ClkKik) у -+֊ Vr?•= Z,
Կ (С/д.) г 4- L,x (С.ь /<*) iv = о;

которые интегрированы лишь в случае ортотропной оболочки, при 
этом использованы приближенные методы интегрирования՛. Были ис­
пользованы как различные варианты метода последовательных при­
ближений и метода малого параметра (метод возмущений), так и пря­
мые методы типа Ритца и Бубнова-Галеркина. Однако, до сих пор 
нет исследований, посвященных обоснованию применения этих мето­
дов в случае анизотропных оболочек. Надо полагать, что и здесь: 
анизотропия внесет свои коррективы.

Пожалуй, было бы весьма эффективным применение функшвй 
нального анализа для исследования общих особенностей и обоснйг 
вания применения приближенных и прямых методов r нелииейЛ 
теории анизотропных оболочек-. 5десь напрашивается обобщение поль-
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шой серии работ в этой области, выполненных по теории изотропных 
оболочек [40, 41|. на случай анизотропных оболочек.

Наконец, отметим необходимость постановки исследований по 
нелинейной теории подкрепленных и конструктивно анизотропных 
слоистых оболочек. В связи с этим, не анализируя ее значения и 
фактического места в общей теории оболочек, отметим исследования 
гофрированных мембран и оболочек [42. 43|, теория которых может 
сыграть важную роль при построении нелинейной теории подкреплен­
ных и конструктивно анизотропных оболочек.

Вопросы устойчивости и колебаний анизотропных слоистых 
оболочек. Задачи устойчивости и свободных колебаний анизотропных 
слоистых оболочек, но сути дела, как и в случае изотропных обо­
лочек, сводятся к определению собственного значения однородной 
системы дифференциальных уравнений с однородными граничными 
условиями.

Вопросы устойчивости ортотропных оболочек были предметом 
исследования уже четверть века тому назад [28, 39]. В этих работах, 
исходя из приближенных уравнений локальной устойчивости, рассмо­
трены некоторые задачи устойчивости ортотропных цилиндрических 
оболочек в линейной постановке.

В последующем задачи устойчивости ортотропных цилиндриче­
ских. сферических и конических оболочек, при различных условиях 
закрепления краев и нагружения, были рассмотрены многими авто­
рами [44—47]. Из этой большой серии работ наибольший интерес 
представляю г те, в которых рассматриваются различные варианты 
совместного действия различных типов нагрузок. Дело в том, что к 
этих случаях ярче всего скрывается влияние анизотропии на крити­
ческие параметры задачи.

Как и в теории устойчивости изотропных оболочек, большой 
интерес представляют задачи устойчивости анизотропных оболочек в 
геометрически нелинейной постановке [49 51]. Эти исследования 
дали возможность определить нижние критические значения внешней 
нагрузки, то есть величину нагрузки, соответствующую нижней гра­
нице устойчивых равновесных изогнутых форм оболочки.

Исследование устойчивости ортотропной слоистой оболочки в 
большом привело к интересным результатам [108]. Установлено^ что. 
в отличие от однородных и относительно срединной поверхности сим­
метрично неоднородных (симметрично собранных слоистых) оболочек, 
в общем случае неоднородной по толщине (произвольно слоистой) 
оболочки, потеря устойчивости в большом возможна без „хлопка”. 
Показано, чго соответствующим выбором типа неоднородности (слои­
стости) можно добиться уменьшения склонности оболочки к .хлопку”. 
Указывается возможность потери устойчивости неоднородной пластинки 
с „хлопком".

Приведенные выше исследования относятся лишь к ортотроп­
ным оболочкам. Несмотря на то. что уравнения локальной устойчи-
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вости оболочек в общем случае анизотропии были написаны еще в 
1947—48 годах [9, 10], на сегодня мы не имеем ни одного исследо­
вания статической устойчивости какой-либо оболочки в общей слу­
чае анизотропии. Мы считаем, что эти исследования весьма важны 
как с точки зрения общей теории, так и с точки зрения приложений.

Совершенно не исследованы вопросы устойчивости анизотропных 
оболочек, ослабленных отверстиями (малыми и большими).

Большой интерес представили бы исследования устойчивости ани­
зотропных оболочек при ударном и динамическом нагружениях.

Несмотря на наличие некоторого количества интересных работ 
по устойчивости конструктивно анизотропных оболочек, проблему 
устойчивости анизотропных оболочек с дискретно расположенными 
ребрами жесткое։ и .чадо считать не разрешенной п весьма актуальной.

Мы ждем обобщения исследований [32, 53}, по послекритиче- 
скому поведению изотропных оболочек, на случай анизотропных сло­
истых оболочек.

Безусловно интересным является разработка методов нахожде­
ния форм потери устойчивости, в особенности в общем случае анизо­
тропии.

Мы хотели бы обратить внимание на задачи устойчивости и ио- 
слекритичсского поведения анизотропных слоистых оболочек с на­
чальными несовершенствами. Эти несовершенства, как и следует ожи­
дать, будут не только геометрическими, ио и физико-механическими 
и могут внести существенно новые положения в теорию устойчивости 
оболочек с начальными механико-геометрическими несовершенствами.

Уравнения колебаний анизо тропных оболочек были записаны в 
1947 48 годах [9. 10]. В последующем рассмотрены конкретные за­
дачи по определению частоты свободных колебаний ортотропных 
сферических и конических оболочек в линейной [51 57| и нели­
нейной (2-1, 38] постановках при различных типах граничных закреп- 
лений. Рассмотрены задачи вынужденных нелинейных колебаний ор­
тотропных сферических и конических оболочек [58].

Исследование вынужденных колебаний весьма пологих ортотроп­
ных слоистых оболочек [59] привело к любопытному факту, заклю­
чающемуся и том. что в нелинейных вынужденных колебаниях обо­
лочек, кроме обычного резонанса, возможны резонансы на половин­
ных и кратных частотах.

Первые задачи динамической устойчивости ортотропных оболо­
чек в линейной постановке были решены в 1949 -50 годах |60, 61]. 
В этих работах, обычным образом |62]. задача определения областей 
динамической неустойчивости ортотропной цилиндрической панели 
была сведена к уравнению Матье.

Большая серия работ [63 65. 108] посвящена нелинейным задачам 
динамической устойчивости анизотропных слоистых оболочек. Опреде­
лены критические частоты и амплитуды установившихся резонансных 
колебаний. Указывается возможность существования резонансных ко- 
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ний для частот, меньших критических. Приводятся соотношения 
определения нижних критических частот. Показано, что нет Прин- 
альной разницы в послекритическом поведении ортотропных про- 
льно неоднородных по толщине пластинок и ободочек. Показано

что при определенной неоднородности строения пластинки по 
1.инс возможны резонансные колебания для частот, меньших крн- 

еских (это характерно, вообще говоря, лишь для оболочки). До­
ри необходимость учета невизмущснных деформаций при онредс- 
и областей параметрического резонанса |65|.
Для ясности укажем, что в цитированных работах [54 -65). как 
Шло, основным аппаратом исследования являлся влрипциониый 
>д Бубнова-I алеркинл.
Здесь мы считаем, что основными предметами исследований дол­
епит. задачи динамической устойчивости оболочек в общем 

№ анизотропии; задачи динамической устойчивости анизотропных 
очей, подкрепленных дискретно расположенными ребрами. Ука- 
ме задачи должны быть решены как в линейной, так и нелиней- 
посгалонклх.

[екоторые работы последних лет [66-71] посвящены нсследо- 
ин устойчивости анизотропных слоистых оболочек, обтекаемых 
Йвуковым потоком газа. Во всех этих работах, обычным обра- 
[|72|, устанавливаются зависимости между формой колебания и 
)։и гь.х Удат ра, в случае же нелинейной задачи—также и связь 
Ку амплитудой установившихся флаттерных колебаний в ско-

1и потока.
Проанализирована [67] зависимость критической скорости флат- 

fl от числа волн в окружном направлении ортотропной слоистой
уговой
«Мйчие

цилиндрической оболочки конечной длины. Показано, что, 
от однородных изотропных оболочек, критическое число 

и в окружном направлении существенно зависит от механических 
акгеристик материала слоев и от типа слоистости оболочки, то 
I. от отношений типа Et^En и 2//S։.
] На примере ортотропной цилиндрической панели [66. 69| покя- 
J возможность существования флаттерных колебаний, для скоро- 
Լ меньших критических. Определены нижние и верхние кригиче- 
С скорости флаттера и амплитуды установившихся колебаний. Ука- 
Լ». что. в пределах изменения скорости от нижней критической до 
хней, невозмущениое состояние оболочки устойчиво в милом, а 
՛ больших возмущениях устанавливается изогнутое устойчивое 
гоянме.
| Особо следует отметить исследование [68]. посвященное задаче 
рГнивости бесконечно длинной анизотропной цилиндрической обо­
им в сверхзвуковом потоке газа. Как частный вариант общего 
Al aim инропии. полагается, что оболочка изготовлена и » • .յ> к .роп- 
го материала так, что главные направления упругости не совна- 
ЮТ С главными геометрическими направлениями оболочки. Пока­
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зано, что критическая скорость флаттера существенным образом эд-՝1 
висит как от ориентации главных направлении упругости материала, 
так и от отношений типа Ei»lExl.

Здесь следует отметить, что исследования в области флаттера! 
анизотропных оболочек, по сути дела, только начаты, и в этой о'- 
ласти еще очень многое должно быть сделано.

Температурная задача. Ползучесть. Пластичность. Этим трем, 
безусловно важным, вопросам теории анизотропных слоистых оболо­
чек посвящается весьма малое количество исследований.

Работы, посвященные температурной задаче теории анизотроп­
ных слоистых оболочек [23, 35, 73. 74j, по сути дела, обобщают КС- 
следования термоупругой задачи изотропных оболочек на случай 
ортотропных слоистых оболочек. Исходя из классической постановки 
задачи термоупругости [75]. рассматриваются стационарные задачи 
термоупругости различных типов ортотропных слоистых оболочек. 
Более подробно исследованы оболочки вращения и пологие оболочки.

В последнее время начали обращать особое внимание на задачи 
термоупругости анизотропных оболочек в предположении изменяе­
мое гн упругих свойств материала оболочки от температуры [74]. Эти 
исследования очень важны, тем более, когда рассматриваю гея задачи 
устойчивости и колебаний оболочек, находящихся в поле действия 
высоких температур, изменяющихся во времени [76—78].

Сделана попытка ]23] обобщения термоупругой задачи ортотроп­
ных оболочек на случай круговой цилиндрической оболочки, изго­
товленной так, что главные направления упругости ортотропного 
материала оболочки не совпадают с главными геометрическими на­
правлениями оболочки. Начатое исследование должно быть продол­
жено с целью разработки основных положений термоупругости обо­
лочек в общем случае анизотропии.

Безусловно будут интересны нестационарные задачи термоунру- 
гости анизотропных слоистых оболочек и проблема термического 
удара в анизотропных оболочках. Особый интерес представят за­
дачи термопластичности анизотропных слоистых оболочек.

Разработана общая теория несущей способное։;։ и ползучести 
однослойных анизо тройных оболочек при наличии сильных градиентов 
высоких тем пера гур [79]. Приведены исходные уравнения оболочки 
в тензорной форме в случае вязкого релаксирующего и наследствен­
ного материала.

Рассмотрено влияние линейной ползучести материала оболочки 
на деформированное и напряженное состояние ортотропной оболочки. 
В частности, рассмотрены некоторые конкретные задачи цилиндриче­
ских и пологих оболочек, а также симметрично нагруженных оболо­
чек вращения. Рассмотрен простой краевой эффект в орготропныя 
цилиндрических и сферических оболочках |80—82] с учетом линейной 
ползучести.

Исследователями ползучести ортотропных оболочек совершенно 
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^Затрагивались задачи рболочек с учетом нелинейной ползучести 
■Йсрнала. Не исследованы также вопросы ползучести оболочек в 
Кщсм случае анизотропии. Этот случай безусловно интересен как 
■ пи линейной, так и при нелинейной ползучести материала оболочки.

[ Исследования ползучести оболочек в общем случае анизотропии, 
■ Шлуй. надо начать с рассмотрения задачи ползучести оболочки, 
■«готовленной из ползучего ортотропного материала, главные направ- 
Вакня упругости и ползучести которого не совпадают с главными 
■геометрическими направлениями оболочки.

I Сделаны первые попытки разработки теории анизотропных обо- 
■айчек, деформирующихся за пределами упругости [83. 84]. Рассмо- 
■трены вопросы жестко-пластического анализа, упруго-пластического 
■рзновесня ортотропных слоистых оболочек.

Разработка теории анизотропных слоистых оболочек, деформи- 
ружихся за пределами упругости, представляет большой теоретиче- 
Ittfifi и практический интерес. Однако, несмотря на это, исследования 
■выказанной области весьма ограничены.

Новые теории анизотропных оболочек. До сих нор предметом 
Евших рассмотрений были различные аспекты классической теории 
гиннзотропных слоистых оболочек, построенной на основе гипотезы 
[ведеформируемых нормалей, данной для всего пакета оболочки в 
Кдбм. Выло указано, что классическая теория в случае существенной 
|пннзитро1гии материала оболочки или при достаточно большой приве- 
■еиной относительной толщине нуждается в коррективах.

I Все сказанное вызвало необходимость разработать теорию ани- 
ротропных оболочек без использоозпия гипотезы недеформирусмых 
[адрмалей.

I Вопрос разработки теории изотропных оболочек без гипотезы 
Ьедеформируемых нормалей по тому или иному поводу интересовал 

•lijorux исследователей [85—93]. Все эти работы, посвященные уточ- 
■венным теориям изотропных пластин и оболочек, здесь не будут об­

суждаться.
I Теория анизотропных оболочек без гипотезы ведеформируемых 

аириалей стала темой исследования лишь недавно и в основном раз- 
рнваласъ по следующим направлениям.

Первое направление, развитое в работах [13, 94—97|, базируется 
вз следующих предположениях:

а) расстояния по нормали (;) между двумя точками оболочки 
ДО и после деформации остаются неизменными;

6) нормальные напряжения з, на площадках, параллельных сре- 
1!1Ниой поверхности оболочки, могут быть пренебрежены по срав­
нимо с прочими напряжениями;

в) при определении деформаций сдвига еч и е$. считается, что 
Касательные напряжения т1Т и не отличаются от соответствующих 
■пряжений (Վ, -Լ). найденных по теории, базирующейся на гипо- 
we недеформируемых нормалей.
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Укажем, что второе допущение (б), которое по сути дела вно­
сит незначительные погрешности, зачастую не используется [13].

Принятые выше предположения таковы, что вносят корректней 
лишь в правую часть основных дифференциальных уравнений задачи» I 
где. наряду с обычными -грузовыми членами появляются члены, зави­
сящие от и то есть от решений классической теории. Однород­
ные уравнения згой теории ничем не отличаются от однородных 
уравнений классической теории анизотропных оболочек и могут быть 
записаны как в перемещениях, так и с помощью функции напряже­
нии. Несколько изменяются соотношения упругости, в них появляются 1 
члены, зависящие от Վ и например, для ортотропной оболочки

= /?„х։ О1Л + '''(D„au ֊-° - о,.<24, 
’■ ■ ю\ ժյ /

120 \ от ) т. д. (15)

Если полагать, что классическая теория является первым при- I 
ближением к точной теории, то здесь но сути дела имеем последую- ՝ 
шее приближение [13].

В связи с этим направлением исследовании следует отметить, 
что теория |98], в которой в целом удерживаются величины порядка 
հ-քԼ2, подтверждает предположение о том, что рассмотренная здесь. I 
уточненная теория анизотропных оболочек улавливает главную часть 
поправки к классической теории.

Основы этой теории были использованы для построения геоме- i 
трнчески нелинейной теории ортотропных оболочек [9б|. а также для 
построения теории двухслойных и, пожалуй впервые, несимметрично 
собранных трехслойных ортотропных оболочек |94, 95, 97].

В связи с упоминанием .рсхслойных оболочек, отметим, что на 
сегодня накопилось и продолжает накапливаться большое количество 
разнообразных исследований, посвященных разработке различных ва­
риантов теории трехслойных пластин и оболочек |1|. Эти варианты 
теории, отличаясь в некоторых редких случаях в принципе, а, как 
правило, лишь н мелочах, создают невероятную пестроту „теорий". 
Мы считаем. Что необходимы солидные исследования, посвященные 
классификации этих теорий с указанием их точности и пределов при­
менимости. Пожалуй, такой аг . олжеи бы г позиций
трехмерной задачи теории упругости, без каких-либо упрощающих 
предположений.

Второе направление, развитое в работах |13, 99 — 102], базируется 
на следующих предположениях: ;

а) расстояния по нормали между Двумя точками оболочки 
после деформации остаются неизменными;

б) касательные напряжения и пли соответствующие де-
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:форжщии и по толщине оболочки меняются по заданному за­
кону, тб есть

’.,=Л (7) ? («. -3) 1- 4՜ (*’ + *՜) + ■—~'Y ֊ - 
п 2

z,_ _
?) 1֊֊;֊(гчу-) + -֊^=-^’

ռ 2
Где <р(а. 3), ф(з, £) — искомые функции, характеризующие величины 
Юперечных сдвигов;//(?) —функции, представляющие законы изме- 
|ыия поперечных касательных напряжений.
JI Теория, построенная на основании этих предположений, суще­
ственно отличается от классической теории анизотропных оболочек. 
Основное отличие заключается в гом. что здесь порядок исходных 
^дифференциальных уравнений повышается и доходит до десяти, ко­
личество независимых граничных условий на каждом краю оболочки 
становится равным пяти, наряду с искомыми перемещениями и. v, w 
появляются новые искомые функции ? и <.

Эта теория была использована при рассмотрении задач прочности, 
статической и динамической устойчивости и колебаний различных 
ортотропных и трансверсально изотропных оболочек, в линейной к 
нелинейной постановках [99 105]. На основании этой теории рас­
смотрена также температурная задача теории круговой цилиндриче- 
о.чн оболочки, когда физико-механические характеристики оболочки 
зависят от температуры | Юб].

Рассмотренная здесь теория очень гибка и существенно реаги­
рует на изменения отношений типа F.i,:E^, Ем/G,а и т. д.

Показано, что с увеличением подьемисгости оболочки влияние 
еоперечных сдвигов на напряженное и деформированное состояние 
оболочки уменьшается; указывается, что напряженное и деформиро- 
Йнное состояние оболочки существенно зависит от некоторой отно­
си тельной приведенной толщины, которая зависит как от геометрии 
оболочки, так и от фязико-механических характеристик материала 
оболочки (9).

Установлено, что и задачах статической устойчивости [ЮЗ-105] 
с увеличением относительной приведенной толщины значение крити- 
!ческой силы уменьшается по сравнению с соответствующей критиче­
ской силой классической теории (107]- Та же самая картина наблю­
дается и при рассмотрении колебаний ортотропной оболочки [103. 
104], то есть с увеличением относительной приведенной толщины 
частота свободных колебани.:՜: уменьшается ио сравнению с соответ­
ствующей частотой, найденной по классической теории. В частности, 
погрешность классической теории значительно увеличивается, когда 
{шссматрнваючся высшие формы колебаний.

По новым теориям рассмотрены также задачи динамической 
устойчивости ортотропной цилиндрической панели и трансверсально 
(изотропной сферической оболочки [10*1, 105], показано, что с увели­
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чением относительной приведенной толщины ободочки расширяются 
области динамической неустойчивости.

Рассмотрены задачи устойчивости бесконечно длинной трансвер­
сально изотропной круговой цилиндрической оболочки в сверхзвуко­
вом потоке газа с учетом поперечных сдвигов и нормального напря­
жения [66]. Исследован нелинейный флаттер прямоугольной в плане 
пологой ортотропной оболочки с учетом лишь поперечных сдвигов 
[69]. Показано, что учет поперечных сдвигов приводит к уменьше­
нию критической скорости и увеличению амплитуды установившихся 
колебаний флаттера заданной формы.

За исключением одной работы |98|, нет исследований, посвящен­
ных установлению точности и пределов применимости указанных 
здесь двух теорий, которые по сути дела уточняют лишь .внутрен­
нюю'* задачу теории анизотропных оболочек [91. 92].

Широкое применение анизотропных материалов в современной 
технике настойчиво требует создания совершенной математической 
теории оболочек, изготовленных из существенно анизотропных мате­
риалов. Такая теория дала бы возможность установить пределы приме­
нимости и точности технических теорий анизотропных оболочек.

Мы считаем весьма важным постановку прецизионных экспери­
ментов н области анизотропных слоистых оболочек.

Здесь мы достаточно подробно остановились лишь на тех двух 
новых направлениях, которые по своему духу ближе всего автору и 
специально посвящены разработке теории анизотропных оболочек без 
гипотезы недеформнруемых нормалей.

Нам кажется интересным обобщение результатов различных тео­
рий изотропных оболочек, не опирающихся на гипотезу недеформи- 
руемых нормалей [85—93, 109], на случай анизотропных оболочек. 
Примером такого обобщения может служить исследование [110], где 
результаты работы [111] обобщаются на случай анизотропных пла­
стинок.

Настоящий обзор не претендует на полноту ни с точки зрения 
охвата выполненных работ, ни с точки зрения выдвижения перспек­
тивных направлений дальнейших исследований. Пожалуй, наш обзор 
должен быть рассмотрен, как некоторое дополнение к ранее опубл։-: 
кованным обзорам 11. 112—116].

Институт математики и .механики 
АН Армянской ССР Поступила 30 III 1964
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