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МАТЕМАТИКА

М. Б. Балк

О бианалитических функциях с неизолированными 
«-точками

1. Функция /(г) называется бианалйтической в некоторой об- 
асти D комплексной г-плоскости, если она представима в виде

/(г) =?(*)4֊*4(z). (1)

где c(z) и 6 (z)-функции, аналитические в Г).
Функция (I) называется бианалитической в точке, если она би- 

шзлитнчня в какой-либо области, содержащей эту точку, и называется 
'^аналитической на множестве Jt, если она биаиалитичиа в каждой 
очке этого множества.

Как известно, точка называется «֊точкой функции /(?), если 
Г{г0)=«. Мы будем точку г0 называть неизолированной а- 
гочкой би аналитической функции /(z). если, во-первых. /(г) 
«ианалитичиа и некоторой окрестности ձ{’ z г0|<р{ точки и, 
fo-вторых. z0 является предельной точкой для некоторого множества 

■fl-точек функции f (г).
Аналитическая функция /(?), отличная от константы, принимает 

аждое свое значение « изолированно: если /(з1,) = «. то существует 
округ ?0 такая достаточно малая окрестность 1г - z0 <р, что при 
<|г-г01<Р

Совершенно иначе обстоит дело с биаиалитическими функциями: 
уществуют такие бианалитические функции, отличные от константы, 
оторые принимают некоторые (или даже все) свои значения неизо- 
ированно. Такова, например, функция z-z (принимает изолированно— 
олько в точке г - 0— значение 0; и неизолированно—на окружности 
г| = }/а—любое положительное значение «); такова функция z-J-z 

принимает любое вещественное значение а неизолированно—на це-

ой прямой Re z = -i- .

Легко проверить, что всякая бианалитическая функция 1/(г), 
существ.! я юща я вырожденное отображение (то есть такая, которая 
«реводит некоторую область в множество без в’.утренних точек), 
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имеет неизолированные а-трчки: иолее того, если V (г) const (такая 
запись здесь и в дальнейшем означает: И(?) не есть константа), то 
множество значении «. принимаемых этой функцией։ не изолированно, 
имеет мощность континуума. В этом нетрудно убедиться, если вос
пользоваться формулами (17)—(18) из статьи [2].

Пусть вырожденная бианалитическая функция V’(z) (то есть 
осуществляющая вырожденное отображение) имеет неизолированный 
нуль z0, функция А (г)—произвольная аналитическая в окрестности 
точки ztl. «—произвольная константа; тогда бианалитическая функция

Z?(z) = 4(z)- V(z) + a (2)

будет, очевидно, принимать неизолированно значение а.
Интересно выяснить: существуют ли еще какие-то другие 

бианалитичеекие функции (кроме вырожденных или получаемых из 
вырожденных с помощью формул вида (2)), имеющие неизолирован
ные а-точки?

Если функция /(z) принимает на некотором множестве значе
ние «, то функция A՝(z)_/(?) — «. принимает на том же множестве 
значение 0. Поэтому достаточно изучить бианалитичеекие функции, 
имеющие неизолированные нули.

Можно проверить, что для вырожденной бианалитической функ
ции множество неизолированных нулей может заполнить только одну 
из следующих линий: окружность, прямую, луч. логарифмическую 
спираль.

Любопытно выяснить: существуют ли бианалитичеекие функции, 
нули которых заполняют какую-либо другую линию, например, па
раболу?

2. Мы говорим, что последовательность խո| сходится к точке 
z0 вдоль прямой

շ = Հ,֊֊ tela (— ос <Հ է <Հ՞<=, Jm a== 0). (31

если члены этой последовательности возможно представить в виде

2« = *0 г /«exp (։*„), (4]
где /„ и ла вещественны и при «-->>.՝ /н—>0 и я„->а.

Мы говорим, что множество Е сгущается к точке?,, вдоль не
которой прямой (2.1, если в £' содержится последовательность точен 
(гЛ), сходящаяся к z0 вдоль этой прямой.

Замечание I. Если z<(—неизолированная «-точка бнаналипг? 
ческой функции /(z), отличной от тождественной константы, то должна 
существовать единственная прямая, вдоль которой множество Z: всех 
«-точек функции /(z) сгущается к точке г0.

Этот факт является тривиальным следствием из теоремы един
ственности для подканалатических функций (см. |2;. подробное дока
зательство приведено в |3|).

Если бы множество Е сгущалось к точке вдоль двух (или 
более) различных прямых, го в силу этой теоремы единственности 
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из совпадения на Е двух биянялитических функций—/(2) и тожде
ственной константы а—следовало бы тождество f(z) = а — const.

Если гомеоморф Г некоторого интервала (а, ?.) может быть задан 
с помощью аналитической функции z —'/.{() — x(t) -riy(t) (а <£<?), 
причем Е (է) 0 на (а. Й), то Г будем называть открытой простой
правильной аналитической дугой (ОППАД). Случаи х=—оо или 
З—оо не исключаются.

Замечание 2. Если две функции /(2) и ^(г), бианалитиче- 
:кие на некоторой ОППАД Г, принимают равные значения на неко- 
ором множестве Е, принадлежащем дуге Г и имеющем хотя бы одну 
федельную точку на Г, то /(2) = £(т) на всей дуге Г.

Для доказательства достаточно рассмотреть ше функции: F (/) ֊ 
տ/1401 и (О = g |а (0| на сегментах вида խ, ծ|, где տ<Հ«<7»<ՀՀ 
функции F(Z) и (} (!) пналигичны в некоторой окрестности сегмента 
а,ծ|. Применение к этим функциям классической теоремы единствен
ности и приводит к доказательству замечания 2. Подробно хокяза- 
гельство (для более общего случая) изложено в |3|.

3. Не предрешая пока вопроса о существовании бианялитических 
функций, не представимых в виде (2). но имеющих неизолированные 
մ-гочки, докажем следующую теорему.

Теорема 1. Для того, чтобы би аналитическая функция 
3(г) имела я точке г,։ неизолированную a-точку, необходимо и до
статочно, чтобы она. была представима в виде

#(?) = « —'Г ('.)• [6(C) — JmC|, (о)

где Լ — (г — ?0) e~h, я—вещественная константа, ՝Г (') и Н (',) ана
литичны в точке ' <i, причем * (\) совпадает с JmC на некоторой
ОПГ/АД, касающейся вещественной оси плоскости переменного - в 
точке ч = 0.

Доказательство. Достаточность условия теоремы очевидна. 
Докажем его необходимость. Можем считать, что В (г) =#= const. Так- 
как по условшо точка г0 неизолированная а-точка функции В(:), 
то существует такая последовательность [г„) «-точек функции В (г), 
которая сходится к 13 силу замечания 1 последовательность (гл) 
должна сходиться к вдоль некоторой (единственной) прямой. Пусть 
уравнение этой прямой z = 4- teia. (а—вещественная константа, 
— ос < f < со).

Перейдем к новому переменному но формуле
z = 2l,-u^r ' (6)

Рассмотрим функцию
Ւ = В(г)—а = В[2й + е1Л’.)--а. (7)

Зга функция бяаналитична в некоторой окрестности о точки — 0. 
Нулями /• Q являются точки

;=(zff-20)r'‘ (№1,2,...). (8)
Ясно, что ;«->() при и—*оо, так что точка С=0 служит неизо

лированным нулем функции /'(Լ). Числа Հ-, можно представить в виде
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Чл = tn exp (9)

где ta и Հ вещественны, причем при л-*со 6։—*0 и Хя->0« Функцию 
Ւ\Կ возможно в о представить в виде

^G) = rC)4-C.6(Q. (И)

где ? (') и փ(Հ)—функции. аналитичные в 3.
Ясно, что ни одна из функций ?(С) и ф(С). не является тожде

ственным нулем в о. Поэтому существует достаточно малый кружок 1 
ճԱ|' <?н в котором *(£) и 0(C) представимы в виде

?C)=Cffln(Q. 4'(Q=C^1(;). (П)
причем ft (С) и ՚ձ։(Լ) вовсе не обращаются в нуль при а ու и 
р —какие-то целые неотрицательные числа.

Покажем, что т — р֊{- 1 и ?ւ(Օ)/ձյ(Օ) - — 1. (12)

Почти все члены последовательности (8) (то есть все, кроме, воз
можно. конечного числа) удовлетворяют условиям

Ся О, | ; <Հ р.

Кроме того Լ»-»0 при п— =с. Но Л(СЯ) = О, то есть

откуда

Гт-р I _?մ’ճ_ _ւ_ .և
?1(-п) »л

Второе слагаемое в (13) при а—>оо имеет предел I. Модуль же.
первого слагаемого стремился бы к 0 при м>/»4-1 и к ос при

ուՀԼբ ֊1 1. Значит, т р-J-l. Из (13) при п — ос найдем

В силу (10) —(13) возможно записать так:

^G) = *(С) 1^ЛС)/Ф1(С)֊Н1.

>(

(14)

Функция ft G)/kx (ч) аналитична в d. Учитывая (12), можно на

писать: ft(Q/,h(Q= 14-У ծ,? (/>,—константы) (15)
1

f «) = ■?«) Л.-.--С+С | - ТС)|»(C)-Jmq, (16);

где

*Г(;) = 2^(С) и б (0 = С’ 2 Лл’-Լ (17)
V—1

Используя (7). получим (5).
Остается еще показать, что равенство 

0(;)-JmC = O (18)
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!<(■ место ла некоторой ОППАД Г, касающейся оси JmC = 0 в 
№ Հ = 0.
I Это очевидно, если 0(հ) = Օ: тогда равенство (18) имеет место 
реей вещественной оси плоскости переменного С. Пусть теперь 
К)=0- Из (17) видно, что для Н(') точка С —0 является нулем 
Шка k>2. Поэтому Э(^) представима в виде

0G) = /W?+^?4‘4֊---. где Wo3>2- (19)

,:.к /•(:.) =0. а почти для всех // ?('■>) ^-0, то в силу (16) (17 
пени для всех п) н (Ся)» Jm г,ч, то есть

CJ(Z>* ւ-1-МлЧ----- ) = ^sln/.л.
(20)

ехр(//?ля) խ*-ւ4- o(Q) = (sinXa)//J*։.

При должен существовать предел правой части равенства
ft. ибо существует предел левой части—он равен Но 

рМ.՛Հ ’—вещественное число при любом п\ поэтому и bk ։ — 
Умственное число.

Пусть 9 (Q = и (С. т.) 4- iv (Լ т(), а С„ = сл-{-
I Ясно, что в каждой точке чл имеют место равенства т։(с„, »։Л) = 0, 

»l։s.— Tjn = 0. Таким образом, все точки ча лежат на кривой 
If;, т,) —0 Вейлу (19) эта кривая распадается в достаточно малой 
местности d точки С - 0 на k ОППАД, проходящих через точку 
С=0. причем касательные к этим кривым в точке ч=0 делят полный 
рл вокруг этой точки на 2k равных углов. Так как bk֊\ веществен
но и •/ 0, то среди этих кривых имеется одна, которая касается 
««шественной оси в точке г- = О. Обозначим ее через Г {ч =//(«)}•

По условию последовательность {Сл) сходится к точке С = 0 
адмь вещественной оси. Поэтому почти все точки последователь
ности “„՛ лежат на кривой Г. Так как в точках Сл совпадают биана- 
ртические функции Лтч и ОС), то они, в силу замечания 2, совпа- 
рют на всей дуге Г Теорема доказана.

Заметим, что на кривой Г tjz—>0,?—>0, так что С/с—> 1. Кроме того 
аз (18) видно, что на Г

պ = 0(C) = е(^-н-^:+•••)- (21)

Поэтому при с-*0 tj/c*-*^*-։ (Zf>2). (22)

Так хак кривая Г аналитическая и касается вещественной оси. то она 
ложет быть задана в окрестности точки ч=0 с помощью ряда вида

Ո = ր0֊|֊^4-(?Հր4----.
:1b условия (22) ясно, что = с։ = • • • = с*_։ — 0, - ձ*_։ Հ 0,
ПК гто уравнение кривой Г можно представить гак:

рс
Tj = -‘|л(;), где <* (0) 0, и. (;) = у с,?՜*, k > 2. (23)
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4. Теорема 1 сводит поиск бнаналнтических «функций, имскад 
неизолированные «-точки, к поиску аналитических функцвйЛ^М^ 
издающих с Jm: на каких-либо ОППАД. касающихся нс:песий 
оси в точке г = 0. Вопрос о существовании такого рола функ 
♦4 (с) решается следующей теоремой.

Тс о ре мп 2. Пусть Г произвольная ОППАкасамЦ 
вещественной оси плоскости пере ценного z в гг. и //».-Ժս ւ
щс< твует и притом еоинетеенная функция *՛ ւ1, аналитичМ^ 
в некоторой окрестности Ъ точки շ » 0 и обладающая те и мм) 
етвом, что бианалитичсекая функция ^(2) Jinz обращаете#} 
нуль во всех точках дуги Г. .:<• .՛,//л внутри о.

Дока жительство. Пусть I' отлична от какого-либо интерни 
вещественной осн (в противном случае теорема очевидна, <՛' (2)-0М

Вблизи точки 2 — 0 возможно кривую I жалить уравнением пила 

у«=л*|Цл) (з<л 3). (ՃՈ

где з<0. 3<0, յւ(0) 0. А՛֊-натуральное число, А > 2, р (г) бшЫ 
тнчна в некоторой окрестности d |շ R точки .՝ = 0 и вещсстпспн 
на вещественной оси. Можно считать, что

R < mln | |al, 2}.
Функция

х — V (е») = W — (ш ) (24

аналитична в круге d. причем >(0)=0. /(0) = 1. Поэтому (см., на* 
пример. |41) в плоскости переменного г существует достаточно малый 
кружок 5{|z ՀԼն . в котором функция «>•= X (г), обратная по отноше
нию к с —>(՛.»). определена и однозначна. причем все зиачени^ ко
торые принимает функция «» = >.(?) в круге 5. принадлежат кругу d. 
Обозначим через L тот кусок кривойТ՝, который принадлежит кругу հ

Рассмотрим функцию 
н(г)=|[л(г)-г|. (25)’

которая, очевидно, аналитична и однозначна в Հ

Пусть z' ՜ I., так что г= ։ д- i.xku (.v).

Тогда /. (г) я*, д и н (.-) д»ц (х),

то есть н (z) - Jniz = 0 на / .

Ндинствснность такой фхнкинн и(с) следует, очевидно, из пнутрсп- 
ней теоремы единственности для аналитических функций. Теорема - 
доказан;։. Одновременно с доказательством мы получили илгориек 
для построения искомой функции Н(г).

Следе г виг. Какова бы ни быта ОППАД Г. проходящая через 
точку г0. и каким бы ни было комплексное число а, всегда с՝ ше
ствует тикая функция бианолитическая в некоторой oxpecniocf| 
о точки .՝0, которая на куске кривой Г, лежащем в этой окрестное 
равна а.
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Действительно, пусть касательная к Г в точке z(, образует угол 
։ с вещественной осью; пусть 4'(1)—произвольная функция, анали- 

1ческая в окрестности точки 1 = 0. Тогда нетрудно проверить, что 
(ебуемыми свойствами обладает функция

Д(г) = Ч-(֊)[0(С)-.1п։’|+л. (26)
ie

C=(3-z։,)e֊'’.

Замечание 3. Если оказывается, что кривая 1, о которой го
дится в теореме 2. принадлежит области аналитичности функции 
(г), то функция Н (?) — Jnj _ обращается в нуль во всех точках кри

вой I'. Для доказательства достаточно воспользоваться замечанием 2.
5. Пример. Построим аналитическую функцию 9 (г), ։ ■ . . 

ни куске L параболы у — х8, лежащем внутри достаточно малой ок* 
1естности точки z = 0, удовлетворяет условию

А (с) — .Im z = 0.
В данном случае & = 2, р(г)==1.

Строим функцию z — «u-f-Au2 и ей обратную
1 4- V\~4lz tn =------------—------------ •

21
Три этом однозначную ветвь функции I 1 • 4։z следует выбрать 
ак, чтобы >. (0) — О, то есть, чтобы | 1 : 4iz = 1 при г = 0. Но фор
муле (25)

»(*)-֊; (-1+/1 + 4й)-/г. (27)

Функция 0 (г) имеет одну особую точку (точку ветвления) 
?=/,4, так что парабола у = хг целиком лежит в области аналитич
ности функции 0 (г). Поэтому, в силу замечания 3, равенство 
В (г) — Jmr 0 имеет место на всей параболе.

Легко и путем непосредственной проверки убедиться, чтб ра
венство 0(г) = .1тг имеет место на параболе у — л՜'2. Действительно, 
Из этой кривой 2 = л4֊й? и

= -^ ( 14-1 "1 4- 41 {х — lx)2) — i (х -\-ix-) =

— » [— 1 • (14 2/а')| — i (х lx-) = X- = .Imг.

Беря О (д) по формуле (27), при любом выборе функции ՝Г (г), 
регулярной в некотором круп՛ Z? с центром в точке z = 0 мы с по
мощью формулы Н (с) = а 4֊ ‘Г (?) |Н (г) — Jm z] будем получать биа- 
валитнческую функцию, для которой точки параболы у = X-, которые 
лежат ՛։ круге /Հ будут неизолированными a-точками. При любом 
выборе вещественной константы а и комплексной константы zQ функ
ция Ф (г) — Я [(г —<0) с?,а] будет иметь неизолированными а-точками 
все точки дуги некоторой параболы, получающейся из параболы 
v=x- путем сдвига и поворота.
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6. Теорема 2 носит локальный характер. Чтобы можно было вос
пользоваться замечанием 3, необходимо уже знать функцию 0(շ), 
Следующая теорема позволяет сделать аналогичный вывод еще до 
построения функции 9 (z).

Теорема 3. Для всякой ОПП АД r*jz = z(/)| существует 
функция B{z), которая бианалитична в некоторой области I), 
содержащей дугу Г. и которая обращается в нуль во всех точках 
этой дуги.

Доказательство. Пусть z„- произвольная точка на дуге Г. 
а угол между вещественной осью и касательной к Г в этой точке. 
Перейдем к новому переменному ' с помощью преобразования

z = z04֊e'4 G = (z-z0)e~*),

В координатной плоскости нового переменного С кривая Г имеет урав
нение

(/) = [’(/)-?,>]<?-'’,

причем она проходит через точку ’=0 и в этой точке касается ве
щественной оси (координатной плоскости переменного С).

В силу теоремы 2 существует такая функция Н (С), аналитическая 
в некоторой окрестности о точки С = 0 и удовлетворяющая условию 
9 ('.)—JmC=0 на той части Гб дуги Г, которая попадает в кру
жок 3.

Вернемся теперь к переменному z\ получим, что на Г$

в [(z - z„) е֊<՝] - L [(z -е֊>' - (Z - е'։] = 0. (28}

Коэффициент при z — константа e7<։/2Z.
Разделив обе части равенства (28) на этот коэффициент, можем 

формулу (28) привести к виду

?(г)+?=0. (29)

где © (г)—аналитическая функция в некоторой окрестности точки .’0.
Итак, около каждой точки z0 дуги Г возможно описать откры

тый круг о=с(л։.; Г) так. чтобы в нем существовал.՛։ некоторая ана
литическая функция ?(г). удовлетворяющая условию (29) на той 
части Г,, дуги Г, которая попадает в о. Пусть дута Г имеет уравне
ние z — z(t)

Выберем числа а и b так, чтобы Тогда кривая
7 iz = г(/), а է Հ b- —замкнутая часть дуги Г. Пусть точка г0 про
бегает дугу հ. В силу леммы Гейне-Бореля возможно из бесконеч
ного множества открытых кругов с (г0: Г) выбрать конечное число 
таких кругов Լ,- ••, о.,., которые вместе покрываю։ всю дугу], 
причем при любом v(v=i, 2,.-.,лп— 1) кружки 2, и о,и содержат 
общий кусок ։ дуги •[. Как мы видели выше (см. формулу (29))» 
при v = 1, 2,...,/?г существует в круге 2» такая аналитическая функ
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ция ®,(z), что на куске 7, дуги Г, лежащем в 5,. имеет место ра
венство

?v(z)+7=o. (30).

Так как на дуге 7, . ֊ւ имеют место равенства ©Jz) — г—0 и ©м+։(г)Ч- 
M-z 0, то ®v(z) = ?,+։ (z) па к*+։> и в силу теоремы единственности 
для аналитических функций, функция (z) служит аналитическим 
продолжением функции ?,(г) на круг 3.+i (v=l. 2,-• •. т — 1).

Но тем самым установлено существование некоторой функции 
?(?), которая аналитична в некоторой области Г), содержащей дугу հ, 
и удовлетворяет на 7 условию

©(z)-f֊z = O. (31)

Беря числа а и b достаточно близкими к л и ? и пользуясь теоремой 
единственности для аналитических функций, нетрудно убедиться, что 
область I) аналитичности функции <?(с) должна содержать все точки 
дуги Г, причем в каждой из этих точек имеет место (31). Функция 
9(2) շ и будет искомой бианалитической функцией.

Умножая се на произвольную функцию A (z). аналитическую в 
1Հ мы опять получим функцию, удовлетворяющую условию теоремы.

7. Бианалитическую функцию Z?(z) назовем мероморфной, если 
она представима в виде

/?(շ) = ?(շ)4-շ՜.փ(շ), (32).

где <р(2| и փ(շ) мероморфные функции. Аналогично определяется 
целая бияналитическая функция.

Выясним теперь, каковы те целые и мероморфные бианалити- 
ческие функции, которые имеют неизолированные нули. Ниже запись 
вида „А (с) ~ К (г) при больших г" будет означать, чго

Итп [А (z)/fl (z) ] - const =£ 0. 
z-

Если функция R (z) представима в виде

Ք (?) = 2 շ
л~0 л-0

то под R(z) будем понимать функцию

/? (z) -= V b„zn. 
ռ-0 л—0

Теорема 4. Всякая мероморфная бианалитическая функция 
(I). имеющая неизолированный нуль, совпадает—с точностью до 
мероморфного аналитического сомножителя—с некоторой вырож
денной бйаналитичеекОй функцией. Иными словами, функция В (г) 
может быть в данном случае представлена к виде

5(z)֊ /И (2) V (z), (33)



(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)
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где V (г)—бйаналитическая функция, которая осуществляет вырояк | 
денное отображение, а Л1 (z)—мероморфная аналитическая функция.

Доказательство. Без потери общности можно считать, что 
7?(?) О и что неизолированным нулем функции Z?(z) является точка 
z = 0. Поэтому должна существовать такая последовательность ;гя|, 
что В (z„) = 0 и гл->0 при (34)1

Обратимся к представлению (32) функции B(z). Ясно, что Мг)г£0 
(в противном случае точка z = 0 наверняка не могла бы быть пре
дельном для множества нулей функции Я(г)). Отсюда следует, что 
среди точек z4 имеется не более, чем конечное число нулей функции 
փ(2”). Поэтому можно считать, что փ (zB) =# 0 (нули функции 'l»(z) 
удалим из последовательности {гЛ’). Положим

Я (г) - —?(2)/'Иг).

Ф(г) = А’(г)-2. 
Тогда

ВД = ֊* (г)Ф(г).

Понятно, что R (г)— мероморфвая функция.
Во всех точках гл Ф(г) = 0. то есть 

/?(г) =£ 

R (г) --= г, 
откуда

Функция R (г) регулярна в точке z = 0. В той же точке, как 
легко понять, регулярны также функции R (z) и A>|P(z)].

Нетрудно убедиться, что функция /?|R(z)) может быть анали
тически продолжена из окрестности точки 2=0 в любую регулярную 
точку этой функции. Отсюда и из теоремы единственности следует, 
что равенство (40) справедливо на всей плоскости.

Выясним, какой вид может иметь мероморфная (в конечной 
плоскости) функция /?(?). удовлетворяющая условию (40).

Сначала покажем, что R (г) не может быть трансцендентной 
функцией. Действительно, если R(z) была бы грансцеилентна, то она 
в силу теоремы Пикара принимала бы бесконечное число раз любое 
конечное значение, кроме., возможно, двух. Поэтому мы могли бы 
выбрать такую точку ;. которая не была бы полюсом для A’(z). и та
кую последовательность (чл), что !)’,< > ос при и 2)Р(Сл) = у; 
Тогда при любом п, согласно равенству (40). имело бы место равен
ство /?(;) — чв, что. очевидно, невозможно.

Итак, R (г)— рациональная функция. Тогда R (г) имеет вид 

+ р/—
*-! г - ak
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где Р*(“) и Р (г)-֊какие-то полиномы, причем Pfc(0) = 0, Р(0) = 0, 
.4 = const. Покажем теперь, что Р(г) имеет лишь один полюс- ко
нечный или бесконечный -и притом обязательно простой.

Рассмотрим сначала полином P(z) и выясним, какой может 
быть его точная степень гп. Допустим, что яг^>1. Тогда при боль
ших г R(z)-~zm и Р|Я(г)]—г'"‘. так что при больших г равенство 
(40) невозможно. Итак, Р (г)—полином степени не выше первой.

Если P{z) имеет простой полюс в бесконечности (м= 1), то 
■других полюсов Функция P(z) иметь не может.

Действительно, если РДг) . О (то есть Я (г) имеет еще полюс 

х = а,), то при z-*a, Р, ос, так что С =/?(£)֊->■ оо. Но

тогда (при т = \) /?(£)-• ос. гак что равенство (40) невозможно. 
Итак, в данном случае R (г) имеет вид R (z) = .4 -+■ Bz (.4 и В кон
станты).

Так как Р(0) = 0 (см. (38)), то /1 = 0. Из (40) следует, что 
BBz - z, так ч го | В ’ — I, В — е“, где a = const. Jm a = 0. 11так, в 
данном случае R(z) = ehz,

<\>(z)=ehz — z, (42)

B(z) = ֊Hz)[^֊I], (42')

Здесь շ (?)—мероморфная аналитическая функция, а Ф(г) действи
тельно осуществляет вырожденное отображение (сравните с форму
лой (17) в |2|).

Пусть теперь R(z) не имеет полюса в бесконечности (то есть 
P(z) = 0). Покажем, что тогда R (z) может иметь лишь один ко
нечный полюс, и притом простой. Действительно, пусть а,—какой- 
•лнбо полюс функции P(z). Тогда C^P(z)—>^с при z-*«,, и поэто
му (см. формулу (41)) /?(')--А Из формулы (40) мы получим, что 
это возможно лишь в том случае, когда а,—.4. Таким образом, в 
рассматриваемом случае только точка Д может быть полюсом 
функции R(z). Поэтому в данном случае R (z) имеет вид

где с = .4, 1 к < ռ, bk 4 0, bn փ 0, 
n — А от z — с. Ясно, что при z—>oo

,"՛.• _ ֊ Pn -i(z- 1
{z-c?

(43)
Pn ։ (z — с) -- [юлином степени

Pn-Az-c)Rz-c)n - -^֊֊£ 
(z -c)

Обозначим, как и раньше, R (z) через С. Тогда

2
с — С = Pn-i(z— C)l(z

Известия АН. серия физ.-маг. наук, .4; 3
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* (') = ‘ + ֊Af +
(ч - С)

i>n

G - с)п
Т

= с 4- bk
(z—շՀ

Рп-^г-с)
Ц֊с)п 1՞

P„_։(z-c) J

Отсюда видно, что при ?-»оо /?(С) -^{z — с)'՛՞- Поэтому равенство (40), 
то есть равенство R (') = z, заведомо невозможно при больших г, 
если //Հ> 1.

Итак. //= 1 и /?(?) имеет вид

Но в окрестности точки z = 0 R(z) = z. Отсюда следует, что = 
Таким образом,

Я(г) = Нк№-Ч (44)

в(г) = ^4(|г-с|։֊1с|։)- (45)

Из формул (42՛) и (45) следует справедливость теоремы.
Следствие 1. Если меромррф.чая бианалитическая функция 

В (г) имеет неизолированную «/-точку в точке т0. то она представима 
в одном из следующих видов:

I. В (?) = Շ (?) թ* (z - z0) -J- (z - z0)] -I- a,

II. В (z) = 6 (?) [ I z - ?0 - c f -1 c |’| 4- «,

где փ(շ)—ме.роморфнзя аналитическая функция, a = const, Jm. a = 0, 
c = const.

Следствие 2. Если мероморфная бианалитическая функция 
имеет хотя бы одну неизолированную //-точку, то геометрическим 
местом «-точек этой функции служит прямая или окружность, если 
отвлечься от мнбжсства точек, которое либо является конечным, либо 
имеет единственной предельной точкой бесконечность.

Теорема 1 позволяет сделать некоторые выводы о целых (или 
мезоморфных) бианалитических функциях, принимающих неизолнро- 
ваннр два (соответственно—три) значения.

Приведем здесь без доказательства один такой результат.
Теорема 5. Целая бианалитическая функция, принимаю

щая нйизолированно два каких-либо значения, осуществляет вы- 
рожденнис отобра поение (и, следовательно, принимает неизолнро- 
ван но континуум значений).

•3. Поиск неизолированных a-точек бианалитической функци! 
возможно несколько упростить, если учесть следующие соображения, 
Пусть функция w = 5(л>) = ? (?) - ?•$(?) бнаиалнтична в некоторо) 
области D.
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Если якобиан Л отображения и՛ = Ь‘(՝) в какой-то точке z0 из 
ласти D отличен от нуля, то к достаточно малой окрестности этой 
чки, как известно, отображение будет взаимно-однозначным.

Если же z0—предельная точка для «-точек функции B(z), то 
обряжение w = В (z) заведомо нс будет взанмо-однозначным в этой 
Местности.

Следовательно, все неизолированные а-точки функции B(z) 
щнадлежат „кривой" ./и -֊ 0, то есть .кривой44

1Հ (z)| = |*H*)l-
шустпм. что эта „кривая44 представлена

быть может, частично перекрывающихся)
п виде суммы нескольких

ОППАД

ГДг=<М/), «,</<?,) (>=1, 2..••,«).

з замечания 2 следует, что если па какой-то из этих дуг С, най- 
Ггся две точки Հ и Հ такие, что В (Հ) В (сто дуга Г, вовсе 

юдна от неизолированных а-точек.

iciiCKKi? иелзготический циститут 
им. К. Маркс.։ Поступила 19 V11963

Ա’. Ռ.

ՋՄեԿՈհՍԱՑՎ_ԱՄ « ԿեՏԽՐ ՈհՆեՑՈՂ. ԲՒԱՆԱԼՒՏհԿ 
ՖՈՏՆԿՑՒԱՅԽ ՄԱՍՒՆ

Ա IF Փ П Փ 11 հ Մ

ապացա ցվա մ Լ

B(Z) ? (Z) + ?6 (Z)

սրի րի"ւ!՚աքիաիկ ֆունկցիայի ղո/էէւ [J րււ 'tip և inpipnif է նրա կաււացմ ան 
սնակր, որ ահդ ф (հ) ե 0 ( հ'1 ֆո&կցիսւները անաքիաիկ Л5/ {'ն< որ ուի֊ 
,լթւէւ/ք. հ В \Z\-p ոչ ս՛1' անձնացված կերպով էով/ալ անւոքիուիկ աղեղի 
զաքան չքոէ.ր կևւոամ, րնդանամ հ նաի/որոր տված (I արւ/ե։րրւ

Հսո/տատվա Ա Լ. որ մ ե րէէ մit րֆ O^Z՝)-[s А '-Д~)֊^։ ղհւղրում, չմեկա.- 
ջվաւ> АЛп։/ դե pit uiptlbjt ընղունււղ В (Z) րիանալիսւիկ ՛ի ււմււկցիան կււ/րհւի 
րկալացնհլ ււրպեւ/ ւ>՝ի մհրււմււր!ի անւպիէէէիկ 1խս ր1ւկղիսւ փ և if հptnnհրւք ած 
\ասլասւկե րա if իրականաղնսղ րիանա լիաիկ անկցի ա /ի m ptn աղ ր/ա[ :
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