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МАТЕМАТИКА

А. Е. Вадалян

Об одной вариационной задаче

I С ускорительной техникой, а также с некоторыми математиче 
«•ими вопросами связана следующая вариационная задача: дана ква 

ня матрица порядка п

Л = |<?и| (z,./= 1, 2.---, л).

?сть Ф является множеством всевозможных взаимно-однозначных 
Сражений множества (1, 2, • • •, лг! на себя. Требуется найти

mln max ] (i = 1, 2,- • •, п) 
1

«отображение փ, для которого достигается указанный минимум 
Решение.
Набор элементов < а।,Հ।>, • • •, а{^ , • • •, а^{л) > назовем

бором матрицы Л. Очевидно, этот набор содержит из каждой строки 
из каждого столбца матрицы Д один и только один элемент. Между 
1Ж&тва.ми

R — • •. ап^п^>' и Ф

!ет место взаимно однозначное соответствие. Количество элементов 
х множеств равно гг!

Обозначим через тг максимальный элемеи՛ матрицы Д, а мно- 
тво наборов матрицы, содержащих элемент /пх—через /?։.

Обозначим через т9 максимум среди элементов матрицы А, за 
лючение.м элементов, равных т}, а множество наборов, содержа- 
х т., н не содержащих тг, через /?Л2.

Обозначим через т3 максимум среди элементов матрицы Д, за 
ючением элементов, равных /гт։ и т9, а множество наборов, со
хших т*  и не содержащих тг и ли, —через /?ом и. вообще, 
начн.м через /л*  максимум среди элементов матрицы А, за исклю
ем элементов, равных z//։, л?2,-■ •, тк֊ւ, а множество наборов, co

• На 5ту задачу обратил мое внимание Р. Оганян.

x'- J
китих тк и не содержащих т3, пи,- • •, тк ։,—через ~ . Яс-

J՜՜1что множества /?01,•••,/?օ՜• չ* попарно не пересекаются.
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Т е о р е .м а. Для того, чтобы тк= mln max խ,.<0., необходимо 
? {

и достаточно, чтобы, имело место равенство

UR — ^R. (|)
/ *1

' Здесь &• означает ксньюхцнк»,

Действительно, если тк = mln шах [амп}. то в /? нс существует 
? •՛

набор, максимальный элемент которого меньше тк. Значит, для всех 
наборов из R максимальный элемент ш!(, то есть каждый набор из 
R находится средн слагаемых левой части равенства (I). Обратно, 
если r Р существует набор, который не содержится в левой части 
равенства (1), то максимальный элемент этого набора <հ/ա, то есть 

min max |ճշ?<օ՚).
/—1 l—I

Количество наборов в множестве обозначим через Sdt 
(1= 1.

Тогда имеет место равенство

5п5б~3/=л’. (И

1-1
если mu — min max {փ=(/)}. 

г {
Введем следующее обозначение: пусть А/означает мио- I • "

жество наборов, содержащих

Р (4 0) • Шу&Р (А г 0) т2&- --&Р {i.j ^0)т,&- • -&Р (/*  0) тк*.

где считается
Р^-0).,я,. = прн р('/’ь°) = 1

' 1/\ при /->(// *0)=0.
Очевидно,

Ъ = /?х.

я։-я12.

/?оо, = А3 Z?ot3 Z?j(i֊1 —

ձ՜'
/?о -.ол = А/< — Ջօշ- »-յ* ---- — /?ւշ. *-20fc  — /$хга ■ h-'.ic —

-- 1
----- --------- ------------------------------------- Ra-.-Ol^l /.— •••— R\2-. .4-/-I0 UA- —

— • — Rq..-0/.--1* —-------Аю., ok — A123.- A-1*.  (2)

Соответственно имеем:

So & — S,\. — Sec v-H------ -------Sj’ -Л-204—Sow. Д-Ы----------
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J I
— «$123 *-."С0*  —--------- So. ’ or I ■■։.■---------------St>;..k-i-10...Qk —

----------- So. Oi-lk— - ------ Sjo- 0Л — S123;.-*  Ik. (2') 
ормула (2՜) является основной формулой и с равенством (Г) дает 
эзможпость находить ni„. В частном случае, если mt (i - 1. 2...Հ’) 
:тречаются в матрице однократно и если они попарно находятся в 
йных строках и в разных столбцах, члены правой части формулы 

|2') принимают следующие значения:
ձ\ = (д — 1)յ,

Տօշ...k — S1CQ. . = - • • — Sj> 4֊ Ջ0-. = (.7 — k -I֊ 1 ) • — (fl — k)

Soct3-..ft — So2(M. *--•••=  S|2.. > . ЛСО*  = — k 4- 2) I —
-iqn (n֊.k^\)i֊՝rc^n֊ky],

Socoi- ■*  — Sowa՜. ■ *=•••  = .Տ՝յշՆ fr-4<xiofe — {fl — k 3)! — 
- [c; {fl - k + 2)! 1- C*  (n - k 4- I )J 4- C| (fl - A)f|,

Ry *
p—Wrj.. t = • • • = Տւշ...k-i 1 iT~>a- = (fl — A* 4- 0- — К' (ռ — k i — Г)! -j-

4- q(/z-֊A֊|-/-2)!4-- • -4՛ c;-» (n - A 4-1 )?4֊С'(я -A’)!]-

‘одета вл яя последнее значение в (2'), получим:

о. = (п - I)! - С'| (л - А 4- 1) 1 - (и - к)!) ֊

֊ С^.Цл-А + г)!- [CJ(,,-A+ l)!4-q(n-*)!||-

֊ ((Л - k + 3)! - |C< (п-к 4- 2)! 4֊ С’ (n - к 4֊ 1)! 4-
|+C’(«-A)!|)-----------C'_.!(«-A4-O!-(C}(«-A4֊Z֊1)!  +

+ —2)! 4-՛>(,, -*+1)14-

+ c; («֊*)!  и--------e*-j(«-A)i
>c.ih же все mt(i'= Լ 2,- • •, k) встречаются в матрице однократно. 
;о они расположены так. что первая строка содержит p,t элементов 
з ւււՏՀ • •, nik, вторая строка содержит р24 элементов из

и т. д., /7-ая строка содержит {х/;Л элементов из ,
։*5  Иц 4------ 4֊ = » столбцы матрицы содержат соответственно

՛՛•». *2».  • • •, элементов из ուՂ, , ть\ 4՜ 72է 4-------F ''«е = А*,  то
I So „*  ֊ (п — 1)! ֊ .4, ((г; ֊ к 4֊ 1)! - (п - к) !| ֊ Л, ■ (п ֊Ւ 2)! ֊

-|С'(л -k-Г l)l + q(n֊A)I]J---------- A,((n-k + i- 1)1-
խ<?,՛_, (п - к т/-2)! 4- С?_, (II - к + < - 3)1 4- • • ■+ С';; (л -»+1)!4- 

' с|:| (» ֊ А) ЦI--------- Л4 - Л(« - 3)1 - [С" (л - 4)! 4- ԺԼ. (« -5JJ 4-
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4֊ • • • + С<֊< (п ֊- k ֊ւ 1)! 4- ՇԷյ {п _ а.)!|). 
Здесь

- с< , - а . -Л 1 к 1Դ
____ С1 —

где 

CL = (Գ.- р 
I о.

если a о 

если з = О;

предполагается также, что mk находится в s-той строке и в /-том 
столбце.

В общем случае формула не приводится из-за громоздкости.
Замечания:
1. Число тех при которых min max = "1к, равно Sq о», а 

փ <
каждый из փ соответствует некоторому набору из множества /?о.. о». 
поэтому փ можно найти.

2. Фактически имеется и решение следующей задачи. Найти 
класс Ф' тех «, при которых min max {#/?</)) где tz/j,—произ*

Ф: <
вольный фиксированный элемент исходной матрицы Д. Очевидно, 
если а։,, <Հ т.к, го не существует о, для которого

min max = &ւյէ.

X если aijl աե, то есть а/յ, - m,(i k), то класс Փ՜ есть множество 
тех <?, которые соответствуют наборам из /?о..<н. Число таких о бу
дет So о/.

3. Описанным методом можно найти также max mln
? 1

(Z = Լ 2,- n\ 7 Ф).
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Լ. I.*.  էՆսգսւյւսւՈ 

иь Վ-ԱՐՒԱՑՒՈՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ 
Ա 1Г Փ 0 Փ П հ Մ

Աշիււաուււ, թրււն մեջ րււծված Լ հետև րսլ վւս րի ա ցի ււն /ււնցիրր' տված է 
Ո կարցի րաոակւււսաքին մատրիցա Д=.|^;| (Z, / c= i, 2, •••.//) к 
{ I , 2, • • • , Н ՚ րսււր)'III [<Jրսն րսլււր փոխմիարմեք տրտաււրււտկերոսէների րսպ- 
մտ JJչտնը իր վրա։

Պտհանջվսւմ Լ ղւււնել'
min max {ճյք(ք>} (/ — 1, 2,- • •, ո)

t
ե տւն <թ-նք ւ՚րր ւուււլիէւ !; նշված մինիմամր։

('նդ սրէէէմ էէրէէշված Է նաև սչտհանջվքւղ ^~երի թիվր!
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