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В А Варданян

К теории гравитационной устойчивости 
неоднородной цилиндрической конфигурации

В рамках линейного приближения рассмотрен вопрос влияния 
«Однородного распределения плотности равновесного состояния на 
сгойчивость жидкого гравигирующсго цилиндра по отношению к 
«симметричным поверхностным возмущениям. Установлено, что экс-
Йенциальнре распределение плотности уменьшает частоту колебаний

При устойчивости и скорость нарастания амплитуды деформации при 
неустойчивости, не изменяя заметным образом область неустойчивых 
гармоник.

Вопросы устойчивости цилиндрических конфигураций имеют важ- 
ое значение в связи с приложениями в области астрофизики, физики 
лазмы и гидродинамики. Вопросам устойчивости грани тирующих ци- 
индров посвящены хорошо известные работы Чандрасекара и Фер- 
и ]1]. а также других авторов (|2| и др.). В этих исследованиях распрс-
ление плотности в состоянии равновесия, как правило, принимается 
дородным. Однако, большинству реально сущее поющих в природе 
Нфигураций свойственно неоднородное распределение плотности. В 
следнее время появились некоторые работы, в котррых учитывается 
однородность в распределении невозмущенной плотности [3. 4, 5J.

В настоящей работе рассматривается вопрос устойчивости цилнн- 
И1ЧССКОЙ конфигурации бесконечной длины, состоящей из несжк 
|«мо.: жидкой гравитирующей массы, с плотностью, экспоненциально 
висящей о г радиуса

Р = роехр -л - ’ (я

отношению к поверхностным возмущениям типа 

г = R £ cos րոն coskz (տ<Ք),

(1)

(2)
не/г = 2к/Х—волновое число, изменяющееся в пределах (0, »). а 
й-принимает целые положительные значения.

Предполагается также, что температура не зависит от времени 
от координат.

Ввиду того, что наряду с вопросами устойчивости важное зна
ние имеет установление скорости нарастания и времени релаксации 
устойчивости, исследование ведется по дисперсионному уравнению 16]
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(31

которое в предположении несжимаемости ((?<■) — (V-) —{|) может 
быть получено из уравнения движения Лагранжа, написанного для 
обобщенной координаты г. Причем зависимость амплитуды возмущения 
г от времени считается экспоненциальной, т. с.

& = const exp { А»։!. (4)

Изменение гравитационной энергии <5№ находим по форме- 
ле (5. 7) 

4 2< /.* • 2 г
-՝ «" =֊֊։[[ [ (?։ V - i- W <!՝՛■ + j' [ V’> »։Л. (5)

о ծ ծ • о ՚օ

( V՛ = | I ՜,( - Հ 1Հ|"տ cos /яО cos k:). 

исходя hi следующей системы уравнений

V՜ V' = 4-Go = 0 (ր>/?). (6)

'$ձ.| = 0. = 0 (7)
от

и соответствующих им граничных условий

V՜ = Շ'. - '’՚ ■ vr^cr (г /? г cosmO cos Ar) (81
ar ar at

В равновесном состоянии (г՛ — о) уравнения (6) имеют следуй 
щие рещепия: 

Г է г
Կ - 4-бр0 J df- j е ’՚ rd г, I

1 ) hi/֊ 4- Со. | j

’•’ещения уравнений (о) и (7) в воз.мушуиии.м состоянии мог) 
быть представлены в виде

/ = р ] op, v = 0 I от, |Հ= I р । И . Շ՜ - Un 4х ПО)

Второе из уравнений (7) (v*o - հ-՜'? = В) дяет поле распределе: 

скоростей (V = v!p)

:՛ - —-------। //n (Аг) cos !id> с ks kz\ — i ղ 1 kr) sin пхЧ cos Аг:
ЛгДАУ?) I Ar

/и (Ar)cos ///Osin AzL 
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нз которого простым интегрированием по времени (так как dz^vdf} 
ЙОлучаем вектор смешения

z(r. Ь. г) — t ' /,г, (Ат) cosmO cos Аг:
lm(kR) \

— — (kr) sin тО cos kz; — lm(kr) cos mb cos kz (• (12)
kr I

Первое же из уравнений (7) в линейном приближении с помощью 
(11) дает перераспределение плотности Зо [4, 5|:

, ft . ft n'k Ln(kr) . . ,,ՕՀ
՜ о р;' ՜ ՜ո /• ՜/ТБГ ' C0S /Мв C0S к:՝ <1ձ)

f\ l\ /m

Подставляя (10) и (13) в уравнение (6), приведем его к виду

V41Հ - 4~<? — о=,; V2o(7 = 0. (14)
R

। этих уравнений, удовлетворяющие требованиям конечности 
О и г = ос, имеют вид

3 V = s [А/т (kr) ф J (г) | cos mb cos kz. 
= z-RKm (kr) cos mb cos kz.

(15)

ь /т (kr) и Л'т (Аг) — бесселевы функции чисто мнимого аргу- 
а, т /(г) некоторое частное решение неоднородного уравнения

"7՜
дГ-

1.Ժ/
г ժր МАЯ)

л

e Л /..n(kr). (15)

Представляя функции/(г) и F(r) = ? ' lm(kr) к виде янте- 
। Фурье-Бесселя

-1~0"'Г-<>

Ւ (r) - I udu /•՛ (հ) Jm (ll-г) Jm (ur) ՀԱ՛: 
(Y о

.ւ подставляя последние выражения н (16). приходим к соотношению
л

. _ _1-6’/гГ(, _/-(-) =_ ,• /„(k-.) - ^(՜)
:г - к՝ l',ri(kR) (u֊-^^) ՝ it A: ’

Следовательно,
г?

/(г) = l Л(-) zd-. I ./л; (ու) Jm (-и) •
J J u՝A-k-
0 I)

9 Инитгип \H. L"piu наук, -
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Пользуясь, далее, известными соотношениями цнлиндричес։ 
функций [8|

« -~lm- —‘m՜
= e ‘ ./«(/».

, , ч , /г V xdx \Jm (их) Jm(bx)՝֊—-----
Հ- — է

rdJ„ (br) Н„’ (аг)

-֊- *ijm (аг)

после некоторых преобразований получаем искомое выражение дл: 
частного решения f (г) в виде

А*

т (k-) ՜(հ 4- J„, (kr) F (т) /\« е. (17)f(r)= - /<и(Лг) \F(-.)l
<հ

Постоянные ,1 кВ в уравнении (15) находятся из требованш 
непрерывности потенциала и его первой производной на возмущен 
ной поверхности цилиндра, т. е. из граничных условий (8). Провод: 
вычисления (которые мы здесь опускаем) с точностью до первоп 
порядка относительна ։, напишем выражение для интересующей на՛ 
постоянной

.4 -4-GR^e -*Km(kR).

Таким образом, изменение гравитационного потенциала (15) при 
нимает вид

oV = RK-m (х) (А’г) ՜է՜
пеа 

Rl'Ax)

л;
+ /«, (*г) [/=■(») А 4*-)-<Л

Kr. (kr)

(18)ecos wOcos А’Г,

п

где x-kR.
Подставляя (9). (13), (18) в формул}՛ (5), легко убедиться, что 

объемный интеграл обращается в нуль, а поверхностный интеграл с 
точностью до второго порядка относительно г дзет

ձ IV - («) р----- - - ‘ - /С (х) 11т (х) -|- Snm (х)| I г՜-.
I /I- I

Здесь

р('/)^Рое~л. յ 2 при т — О 
! 1 при т ф О

1 ,
(х) = п է е՛ * “՛ 1!П (хи) паи.

J Im (X)
о

(19)

(20)

(21)



К теории гранит анионной устончшюстп цилиндрической конфигурации 13!

С помощью (12) находим, что

1 fp?rfV' = 3„ ^'Հ1\\1„ (.V) + S,m (ж)| Л
2 J 4х/т(х)

(22)

Наконец, подставляя (22) и (19) в (3). находим искомое выраже- 
Вне для дисперсионного уравнения в виде

Мл)4-5яя(х)
X/m (х) (и)

ea —/i - I
-------;------ A\Ux)|Mx)+5™(x)J.

ZZ"

'•торос при я = 0 переходит в результат P. С. Оганесяна для 
иного цилиндра |2|:

(23)

одно-

<•» = JL /Հт /т (Х) . (24)
Im (х) 2

Если одновременно и гп = О (симметричные колебания), го из 
I) мы получаем хороню известный результат Чандрасекара и Фер-

շ . ,, х/0(х) ч>оо = 4՜Օք>0 —------ ;• A'o(x)/0(x) |- (25)

Запишем уравнение (23) в форме, удобной для исследования

2(7Л1 v _/w(x) 
/?= F(' ՝

u»;,m (а) - А'(л) л--Ч .   քԼ
I Ո՜\՜Տ.ղա

(26)

Здесь .И = 2п/?гр(я)/'izu ֊ масс: единицы длины неоднородною
|индра, .։

.7 «
. еп — п
И) ՜------- -

гг

Вопрос устойчивости, в равной мере, н неустойчивости опреде
лен согласно (4) знаком ‘•••„(а-). Причем, действительным значе- 
!м "■'чт («օԼ») соответствует устойчивость, а мнимым шяя։ («>*,..<Հ0) 
'стойчикосгь. Чтобы выяснить это обстоятельство, оценим ин- 
рал (21). Его моЯсао написать н виде

li Ր՚' i15ЯЯ, (д) ; •֊•------\f(in t! (zz) dll.
/•w(.v) J 

0

Здесь J u/) = /„» (л'«) l,n (x/.՛) — монотонно возрастающая, неотри- 
ельная. a g izz) ис !՝՝՝ интегрируемая в промежутке (0, 1) функ- 

н. Поэтому прим. :•: >.՛ m^pyio теорему «• среднем, мы получаем, что

•3' W! zzc"11-"’

Имея гакжт ввиду, что функцию I (и) можно представить в виде
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I
F (а) = -| -|1 4֊« \ ея11'и* ifdu 

о
\равнение (26) может быт։ «писано в следующем виде;

х |ад-%и/.И1. (гл՛
R- /w(x) F(n)

Пользуясь, далее, известными асимптотическими значениями бессе
левых функций, для %,.., (а՜) получаем

, О/М >- —----------

Принимая и. среднем Լ: — 1/2. заметим,: 
что отношение

I.
14-w'\’wV(I U)du 

о

I I л|‘пе’(| “>du 

Լ
при небольших и (0<л 2) мало cjr-j 
л и чается от единицы.

Иллюстрация зависимости (27) при 
некоторых фиксированных значениях йЫ 
раметров т и п показана на фиг. Ս 
Анализируя характер этой зависимости 
мы видим, что гравитируютий ЦИДИНД 
с неоднородным распределением плот 
пости вида (1) устойчив (<՚Հ^>0) поог-

ношению ко всем несимметричным колебаниям причем ча
стота колебаний возрастает с ростом т и уменьшается с увеличении 
п. Неустойчивость (wJw<^0) возможна только при симметриям 
(т=0) деформациях, если х где л* единственный коре: 
уравнения

CH=)֊2/Ua-)A-o(a-.) = O.
Максимальное значение в области 0 <-л =-< л՝ж, являясь хара 

терис гп кой скорости нарастания им пл итуды, уменьшается с рост*
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тента плотности. Действительно, при п 0, 1, 2 получаем для 
|пш соответственно значения 0.112: 0,067; 0,048 (см. фиг. 11.
Разумеется, что время релаксации (т = w-Լ) увеличивается с вол-

•аннем п.
В заключение автор приносит глубокую благодарность Оганеся

ну Р. С. за ценные указания и дискуссии при выполнении работы.
CMHCKHI! i ncy.'l tpcni“Hllwii

университет Поступила 26 III 1963

«1,. Հ. *|,աւ*է}էսհաւհԱՆ/ՍաեՌ ԳԼԱՆԱՅհՆ ԿՈՆՖԽԳՈԽՐԱՑՒԱՅհ ԴՐԱՎՒՏԱՑԽՈՆ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 4_ե?ԱԲեՐՅՍ.ԼԱ В’ Փ Ո Փ (I հ 1Г

Հողված ում քննարկված է "'fa /74 ինչպես Լ ազդում խաա-
իրսն անհամ ntul.r: րարխվածա թ րքւնր հեղուկ զ/անի զրավիաաղիոն կա րո- 
նուիրոն վրա. երբ նրա մ ակե րե սւ լքմ ր ենթարկվում Լ Г /? -4- c COS ‘Hfi COSfe - 
աիպի զե փորմա՚/իաքի ՚

Ալոու31եաււիրու լունր կաաարված Լ ղծալին մ ոաավո րութ լան սահման
ներում ե հաոաաւոված Լ , որ քոա ու ի! լան է րսորոնենքքիա/ բաշխումը' p

«^exp ազդու մ / դլիէսւվւէրաւդեււ աաւսանման ’.inէւաիււսկանու.թլան

վրսւ կալանա/J քան դեպրայք ե ամպքիւոազի աճման արազա /J լան վրա ան- 
ւալունոէ իք յան դեպքում: !Հնղ որում երկուսն / ք փոքրանա ւք են խսւու (մքան 
զւազիենււփ II-ի աճ մանր if ա զ րն [d ա tf:
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