
2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԷՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ
В Լ с Т И я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

>-ւհս|ձմւսՄւ ււիաոփյուններ Wil, № 2, 1964 Физико-математические науки

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Тополи

О вдавливании двух жестких одинаковых штампов 
в упругую полуплоскость

Зпдача о давлении одного или нескольких жестких штампов на 
itHiij. упругой полуплоскости как без учета сил трения, так и с их 
гом ыла рассмотрена Н. И. Мусхелишвили [1— 3], И. Я. IIIгаер­
ом |4|, Л. А. Галиным [5—6). Мусхелишвили свел эту задачу к 
НС Гильберта для отыскания одной аналитической функции. Шта­
йн использовал отчасти математический аппарат, созданный aka- 
аком А. М. Ляпуновым. Галин дал метод решения, несколько от- 
feft от метода Мусхелишвили. Им была рассмотрена также зада- 

1р՜ давлении движущегося штампа с учетом имеющих место диня- 
искнх явлений. Смешанная задача для случая, когда на одной 

ч границы упругого тела заданы смещения, а на другой напря- 
ая и когда область, занятая упругим телом, является произволь- 
, была рассмотрена Д. II. Шерманом [7]. При этом для произ- 
^ной конечной области задача была приведена к интегральному 
пению Фредгольма. В работе Н. М. Бородачева |9| рассмотрена 
ская контактная задача для упругого тела конечной ширины. Ре­
ме этой задачи сводится к решению дуальных тригонометрических 
р». В работах Г. Я. Попова ]10—11| предлагается приближенный 

решения плоской задачи о вдавливании штампа в линейно-де- 
рмнруемо.е основание общего типа с учетом сил сцепления или 
Ьшя ия участке контакта. Подробный обзор о плоских контактных 
ж сделан в докладе Д. И. Шермана |8].
| Решение задачи о давлении жесткого штампа общего типа, при- 

..иго на горизонтальной границе упругой изотропной четверть- 
|0Ссосги в предположении отсутствия трения, когда вертикальная
йиша или свободна от внешних 
ррена автором |12—13].

В настоящей работе получено 
В двух кестких штампов общего 
йкой границе упруго.՜։ изотропной 

Отсутствия трения. Решение задачи
Определение коэффициентов

нагрузок, или защемлена, рас-

точное решение задачи о давле- 
типа, приложенных на прямоли- 
пблуплоскости в предположении 
представлено в виде интегралов 

интегрирования сведено к реше-
Ю,-,трийиых‘ интегральных уравнений 114], причем решение „трой- 
р* интегральных уравнений сводится к решению дуальных триго-
■Wiiu АН, серии физ.-маэ. наук, № 2 
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неметрических рядов [15—16]. В частности, решена задача о дав-; 
НИИ на границу упругой полуплоскости двух жестких штампов 
плоскими прямолинейными основаниями. Приведен численный приме;

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу вдавливания в упругую полуплоскость (фиг. հ 
двух симметрично расположенных относительно оси х жестких штащ 
нов под действием силы Р. направленной параллельно оси х.

Как известно, в плоской задаче теории упругости напряжения и 
перемещения могут быть определены посредством одной бигармон։:- 
ческой функции Ф по следующим форм-лам:

о" Р Ժ-Փ
Зд “ Ժ/ ’ °у ՜ дх* ' ՜ dTdy '

— аоУ -Ь

I «о* :

где Е— модуль упругости, * -коэффициент Пуассона, а Ф(.х, у) удов­
летворяет у равнению

Ժ4Փ . Л (РФ Ժ’Փ
Հ՜?՜Փ = ~д^ + 2 ~дх'дф + ՜Ժ?՜ = °- М

Решение уравнения (1.2). ограниченное при а —* ос и у — 
может быть представлено в виде

Ф (а՜, у) = | [ А (а) ֊}֊ ах& (а)] е ” cos (яу) t/а. 
и

(1.3)

Здесь Д(я) и В (а)— функции, подлежащие определению из граничны 
условий, заданных на свободной кромке полуплоскости.

Используя формулы (1.1) и (1.3), будем иметь

'j.xB (т.: ] е ՝■ cos (яу) ժ՚յ..
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cv (х. У) = ( вI 2 И (а) ~ (а) I лх& («)1 ժ՜ւր cos (аУ) ^а’

I aM (a COS (ay) da. = 0 (0 < у < а).
6

fa[(l-}-v) Л (а)+(1 — v)S(a)] cos (ay)rfa = £/(у) <а<у ՀԼե), (17)

С

а-Л (a) cos (ay) da. = О (ծ ՀԼ у < ос),

о

Try (X. у) = | а3|5(а) -.4 (а) — зхВ (а)]е вх sin (ау) а?а, (1.4) 
о 

•©
«(а, у) = -^з|(1֊| ՝о Д(з) + (1 — v)B(a) +

+ (1 -f- v) ах В (а)] е « cos (ay) da — аоу ֊փ֊ ծ0>

11 (x, v) = ~ ի [(1 + v) .4 (a) - 2B (։) + (1 + .) ил-В (а)| 
и

X е~*х sin (ay) da 4֊ а^х 4֊ с0.

Так как при х—>оо и у-* оо перемещения и (х, у) и и (.г, у) 
должны стремиться к нулю, то в формулах (1.4) следует положить 
ай = Ьп = сп = О.

В силу симметрии граничных условий относительно оси х можно 
ограничиться рассмотрением только правой половины упругой полу­
плоскости.

Граничные условия при х = 0 в рассматриваемой задаче будут 
иметь вид

Պր (0, V) = 0 при 0<У<а,
«(О,у)=*/(у)

Հր (0, у) = 0
'ху (Գ у) = 0

а в силу симметрии будем иметь

при

при ^<Հ>՚<Հօօ, 
при 0<Հս<Հօօ, 
также следующие услозия:

(1.5)

т։у(х. 0) ֊0) 
г՛ (х, 0) = 0 j при 0<Հ х< ос. (1.6)

Легко видеть, что условия (1.6) удовлетворяются тождественно.
Удовлетворяя условиям (1.5). получим

о
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р [S (а) - Д (а)| sin (ау) rfa = 0 (0 < у < ос). (1.8)

о
Используя формулу обращения Фурье, из (1.8) получим

Д(а)=Я(а). (1.9)

Подставляя (1.9) в (1.7) и обозначая

а3Д (а) = Д*(а), (1.10)

для определения 4* (а) получим „тройные* интегральные уравнения

Д* (a) cos (ay)rfa = 0 (0 < у < а),
о

[ At(a)C°Sfa')rfl = f/(y) (с <У < *). (1.11)

О

A* (a) cos (ay) մ՜Հ = 0 (^<У<С°°)-
о

Задача о распределении напряжений Հր (0, у), возникающих в 
упругой полуплоскости под штампами, будет решена, если будет оп­
ределена функция А* (а) из .тройных* интегральных уравнений (1.11).

§ 2. Определение функции А* (а)

Имея в виду значения интеграла Вебер^Шафхейтлина 117)

1 Jtn(bv.) cos (ya) da =
Г

cos |2n arc sin (у/ծ)) . ... ,
/ծ3-/ ' " ’

0 1У>Ь),
(2.1)

j cos (yg) _

0

~ cos ։2л arc Sin (у/ծ) ] (y < ծ)

(- |)я b‘n
------ -—- (y > b), 2/z.(y+P y»-^p h

где Л(х) функция Бесселя /-го порядка первого рода с действитель­
ным аргументом, функцию А* (а) ищем в виде

.4*(a) = V Д;Ля(/;а). 
л=1

Здесь Д’— неизвестные пока коэффициенты, подлежащие опреде­
лению.



О вдаплипайин жестких штампов в упругую полуплоскость 85

Тогда третье уравнение (Ս1) автоматически удовлетворяется. 
Из остальных двух уравнений, после изменения порядка интегриро­
вания и суммирования, получим парные тригонометрические ряды в 
следующем виде:

2 Л’cos [2л arc sin (у/ծ)] =6 (0<у<«), (2.3)
п -1

2 — cos [2л arc sin (у/ծ)] = Ef (у) (а < у < ծ). flл-Д
Обозначив

б Ау = b cos -у-» а — b cos — * (2.4)

перепишем (2.3) в виде

2 (֊ 1)я-^со8л0 = ?(6) (0<6< X),

tt -֊ I
(2.5)

շ (_ 1)лд;со5ло =0 (а<о<“).
a )

где
т (°) = £f(b c°s 4-Y (2-^)

\ W J

Интегрируя первое уравнение нз(2.5) по 0 в пределах от 0 ю О, 
а второе— в пределах от 6 до к, получим

'Ял
շ --տա«е = o(f0 (о<о<)). 
л-1

(2.7)

2 Ллз1плО = 0 
Л«1 •

где использованы обозначения 
в

| лл„ = (-1)яа;, t(0)= (2.8)

о
Задачу определения коэффициентов К из рядов, подобных ря­

дам (2.7), В. Ф. Шеферд 116] назвал задачей о тригонометрических 
рядах со смешанными условиями. Такие дуальные тригонометрические 
ряды рассматривались в работе К. Траитера ]15|.

Используя результаты К. Траитера, получаем

•և = 4л sin’ „ 1 -}-//. 1 ֊ л; 1; 5՜ sin
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I
- 4л sin3 i -----— - —г- F (п, — п; 1; -<՜ sin1 ds, (2.9)

֊ J |-֊зЧ1п2~ \ 2 >
—

Здесь f (a, 3; ;;z) гипергеометрический ряд.
Таким образом, коэффициенты Л* определяются из уравнений 

(2.8), (2.9) и (2.10), а функция .4(a) из (2.2) и (1.10). После опреде­
ления .4(a) В (а), напряжения и деформации в любой точке полу­
плоскости найдем по формулам (1.4).

§ 3. Частные случаи

В качестве примера рассмотрим задачу вдавливания двух жестких 
штампов, с плоскими прямолинейными основаниями, в упругую полу­
плоскость (фиг. 2). В этом случае /(у) = о = const и формула (2.6) 
дает

Из (2.8) имеем

Следовательно,

2arcsln

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Ф (б) — Е'Л.

$

Далее из (2.10) находим

;(S) = £S 
к ’ 

sinT
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где использовано значение интеграла [17|

Й . / ■ X \թ arcsin I р-sin-р-1 ______
—г-------- ----- г---------- - Հ֊» =------— In 1 / I s; Sin* հր ■

; |/(տ* - г) (1 - (.* sin*-֊ ) 2sinT ՚

(3.5)
Подставляя (3.4) в (2 9), получим

А, = 4ЕЪп sin- Հ | sF (1 -{֊ fi, 1 /г; I; s’sin® է ds =

• и
i

= ‘2E<di sin®-■֊j /հ I }- n, 1 - n\ I; sin® -Է--z j dz (z = $s). (3,6)

u
Имея в виду, что (I7|

I
I F (\ |- //. 1 n; I; sin2 • z\dz = F ( 1 -? n, 1 it; 2; sin2 Y
J \ - / \ 2 /о

(3.7) 
Хчя Дп окончательно получим

An = 2Е'.п sin*(1 + "> 1 л;'2; Sin® • (.3.8)

Полагая в формулах (1.4) х = 0 и учитывая соотношения (1.9), 
V..I0), (2.1), (2.8). для վ, (О, у) и и (0, у) получим следующие выра­
жения:

=Л0,у) =-------1- v /z.4wcos/zG 0<6<А (ճ<ր<ծ), (3.9)
ծ sin ֊֊- л ։

11 ((Հ У) ՜՜ -4«cos/z0 Х<0<п (0<у<д). (3.10)
л - »՛

Подставляя (3.8) в (3.9) и (3.10), получим

2£Ssln*֊f „
ох(0, у) = —-----------— V л2Л ( I փ//. 1 —/Г; 2; Sin։֊Y )со$«0

. , 6 —J \ 2 /ծտ(ո-շ- л-1

0<0<А 
а <՜ v <Հ b (3.11)
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и (0, у) — 2$ sin2 -շ- շ 
л

п, I — п\ 2; sin2

а
Далее находим

Ро =

£տ1ո’շ 1 -Ь п, 1 - п\ 2; sin։-H-

г> \
Р = - Гах (0, у) dy I • (зла

(3.12

Формула (3.13) устанавливает зависимость между глубиной вдавлн 
вання штампов в упругую полуплоскость ниже ее невозмущенн 
границы и действующей на штампы силой Р.

Учитывая (3.13), приводим (3.11) к виду

Հր (О, У) =
2Р у, п 

п 1 
о - 

ծ sin-к 5

1 -Г п. 1 — //; 2; sin2֊9 J cos nh 

/ а \
F ( 1 4- п, 1 — //;2;Sin2 ) Sin ла

(3.14)

Формулой (3.14) определяется распределение нормальных ияпряже*
ний на границе упругой полуплоскости под штампами с плоскими 
прямолинейными основаниями, а при помощи (3.12) определяются 
нормальные перемещения на границе упругой полунлоскос՛! и за шта.ч 
памп.

Некоторые значения напряжения з.г(0, у) и перемещения и (0, у), 
вычисленные по формулам (3.14), (3.12) для различных точек границы 
полуплоскости в зависимости от отношений а-b, приведены в табл. 1 и 2.

Таблица i

зд (0, у) при «/ծ =1/5 совпадают

— <зяЬ;Р

/_ Зл4 р\ /„ а+Ь \ /. а-~ЗЬ \
‘х (0. а) с /0, —ճճ \\ 4 ) 1/0,-------- 1

\ 2 /
-г(0, Ъ)

1

1 2 03 0,8654 1.0061 1,9891 ОС
1/4 « 0,4535 0.5574 1,0144 ծօ
1/5 со 0,3989 0,4205 0.W9 ос

Результаты с результатами, По­
луниными Л. А. Галиным [5].
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Таблица 2*

4\ ս!յ'

<ЧЬ
и (0,0) U (0.Վ,4) и (0.d/2) и (։>. 3«!՚4) п (0. а)

1/2 0,1999 0.2598 0,3649 0.5625 1,0000
1/4 0,2954 0.3Տ42 0.5135 0.6791 1,0000
1/5 0,3719 0.4678 0.5625 0,7411 1,0000

Для

6« V.

Ճ)

Фиг. 3.

наглядного представления закона распределения нормаль-
них напряжений з, (0. у) под штампами на 
этих напряжений.

фиг. 3 приведена эпюра

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 1 VII 1963

Վ. Ս. SuCinuuG

ԷՐԿՈհ ԿՈրՏ ՄՒԱՏեՍԱԿ ԴՐՈՇՄՆեՐԽ ՆեՐճՆՀՈհՄԸ 
ԱՌԱՋԳԱԿԱՆ ԿՒՍԱՃԱՐԹՈՒԹՅԱՆ ՄեՋ

Ա Ս՜ Փ Ո Փ (I հ Մ

Ներկա հոդվածում դիտարկվում կ առաձգական կիսահւսրթուքհան մեգ 
երկու կսշս՛ միատեսակ րնգ հանուր տիւգի դրոշմների ներճնշման խնդիրր, այն 
ենթագրուքԼրռմր, որ շփում ր դրոշմների տակ րարակայում կւ Առաձգական րա՝ 
ոորդ հար^ու^յան եզրագծի վրա կոշտ դրոշմի ներճնշմ ան խնդիրը, երո ուղ­
ղահայաց եզրը կամ աղատ Լ կամ էլ tn մ րակցվ ած, շփման ում ի ըարյակայու- 
իյան դեւզրում, դիտարկվել է հեղինակի կողմից [7,2— /.‘>յյ ևւնգրի չուծումր 
ներկայտրյված Լ Ֆուրյեի ինաեգրաքների տեսրով: Ւնտեգրման դործակիրնե- 
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րի որոշումը րերվեյ Լ ^երերական» ինսքեէյրւպ հավ աաորումնհրի [/•/] [п։Л- 
յ/անրւ Ըն/[ որում <յЛ/։//րական» ինտեււր։։>( հավասարւււմների (Ոէծումր րերվե) 
՚ 4n‘J4 եռանկյունաչափական շարքքերիէ/ կազմ։/tut) հավասարումների յուձ- 
մանր [/5—/ճ]։ Մասնավորապես, /ուծված կ աոաձէչական կ/ւսահարթոէթյէսն 
j/Лу երկու կոշտ հարթ հիմ րով էյրոջմների ներճնշմ ան խն/յիրր։

Վերջում րերված է թվային օրինակ։
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