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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. С. Заргарян

Кручение призматических стержней полигонального 
поперечного сечения с произвольно расположенной 

круговой цилиндрической полостью

[ В настоящей работе рассматривается задача кручения призма- 
чесг.их стержней, поперечное сечение которых ограничено извне 
иволняейным многоугольником. а изнутри кривой, с достаточной 
ШЙЙЬЮ точности близкой к окружности.

Для решения этой задачи методом конформного отображения 
Слагается способ построения функций., реализующих конформное 
Выражение концентрического кольца на вышеуказанную двусвязную 
1авс«ь, представляющую поперечное сечение стержня, с границами, 
пйкими в каком-либо направлении.
Г Решение поставленной задачи получается в замкнутом виде.

В качестве примера рассмотрена задача о кручении стержня 
эдратного поперечного сечения с круглым несоосным отверстием. 
оло:ичная задача для области, внутренний контур которой—окруж­
ен,, а внешний достаточно близок к квадрату, была рассмотрена 
1А. Амен-Зэде |՜|. причем решение задачи было сведено к реше­
но интегрального уравнения Фредгольма, для решения которого 
ЮШа бесконечная система линейных алгебраических уравнений.

§ I. Построение функции, реализующей конформное 
отображение кольца в двусвязную область с границами, 

близкими в каком-либо направлении

Отображение внутренней области многоугольника G на ннутрен- 
Сть единичного круга ’։ < 1 осуществляется функцией Кристоф* 
мЯ’Шварца

=,«(у=К1 [(</,-/)’■-'(d.- ip՜' ...(</„—/)’<■-’<« +к., (i.i)

е մ։. ժ2,-• ’dn — точки окружности единичного круга {С։|=1, соот- 
тсгаующие вершинам многоугольника £\, D2,-”Dr,, a aJ։ а։.---ая — 
меренные в долях - внутренние углы многоугольника; Кг и К2— во­
де комплексные постоянные.

При этом отображении окружности |С։ | - I на плоскости г* со-



56 С. С. Заргарян

ответствует контур полигональной области Го, а окружное 
|СХ| ■֊ const < 1 — некоторая замкнутая кривая Г։. вырождающаяся п| 
|^| = 0 и условии <и*(0) = 0 в начало координат а* — 0. Следов 
гельно, область, ограниченная замкнутыми непересе кающимися ли՛ 
ниями Го и 1\, двусвязная.

Для получения отображающей функции двусвязной области 
одна из границ которой — та же Го, а другая — Г2. отличная от об 
разов окружностей 4Հ | = const <1, имела бы произвольное располо 
жение по отношению к Го, поступим следующим образом: единичны! 
круг|^|<1, который отображается на область многоугольника G 
отобразим на самого себя известной функцией

--=4՜՜Խ <՝=ք՜> «
I Чоч

(Со—произвольная точка круга |ч|<1) так, чтобы начало коорднн; 
новой плоскости Լ соответствующее произвольной внутренней точ1 
С,= -о плоскости ч։, перешло бы в соответствующую вяутреннк 
точку г’ области г*, что равнозначно переносу начала координат пл՛ 
скости г- в точку z’.

Подстановка (1.2) в (1.1) нс приведет к изменению внешн< 
границы Го, так как отображение единичного круга на самого cei
обладает свойством сохранения своей первоначальной
гой стороны, образом окружности |Լ| = բ<Հ1 теперь 

границы.
уже будет зам­

кнутая кривая Г2, иначе расположенная по отношению к Го, нежели Г„ 
и ограничивающая односвязную область, вырождающуюся при ч|=Н 
в начало z = О плоскости г, совмещенное с точкой z* области G.

Подставляя (1.2) в (1.1), учитывая при этом известное соотно­
шение для внутренних п углов полигональной области

+ аг 4------Ւ “л = л — 2 (1.3)
и полагая «(())=0, получим

2 = ա(:)=յ5Հ(Հւ /ր։(ն֊ո82 (М

S’ 
где 

d. 4- Г 
0.5

.1 Во — вообще, комплексная постоянная.
Определение параметров формулы Кристоффеля-Шварца д.т 

какого-нибудь вполне определенного расположения начала координа: 
плоскоегн z по отношению к границе области С) связано с большим;
математическими трудностями [3]. Определение этих параметров для 
той же области и случае другого расположения начала координат, 
вероятно. .1 и вело бы к аналогичным осложнениям.

Однако, формула (1.5) позволяет без труда определять параметра 
формулы Кристоффеля-Шварца для произвольного расположения на? 



Кручение полых призматических стержней 57

чала координат плоскости z, если заранее известны значения этих 
■зраметров хотя бы для одного определенного расположения начала 
координат плоскости г по отношению к границе области G.

Разлагая (1.4) в ряд Тейлора
X'

">(Օ = »օշՏՀ*. где й,= 1,
Л-1

(1.6)

н учитывая то, что вид функции (1.1) и после преобразования (1.2) 
не изменился, воспользуемся рекуррентной формулой для последова­
тельного определения коэффициентов /?>., предложенной в [4]:

fi, = —-—
*(*-!)

(* 1)5, , >’* ’ 
՜, Ն

(fc-2)S. 5ջճ^+...+ տ,շ’ Ч (1.7) 

Հ-։ Ն л-1 Ն '
(/г = 2, 3....).

Окружностям К | = р <1 (< = բժ) плоскости ч на плоскости г 
г՝удут соответствовать замкнутые кривые Լէ, ограничивающие одно­
связные области Gr, каждая из которых содержит в себе начало ко­
ординат.

Ограничимся А՜ первыми членами разложения (1.6). Пусть ок­
ружности р = р, соответствует кривая £։, а р=ра=| контур поли­
гональной области с закругленными углами (фиг. I).

Если дискретные точки р2е п располагаются по кривой /ч, близ­
кой к окружности и. кроме того, при р = р։ выполнено условие вы­
пуклости Լ [2|

| Re[-^() 4֊1>0, (1.8)

то можно при этом утверждать, что кривая L։ (близка к окружности. 
Известно [2], что граница выпуклости класса регулярных и одно­
листных в Г՜. .<1 функций р* = 2— ՀՅ ^0,26. В отдельных случаях,
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-----■—=-=~ г- — :  —   я=2=т;_     ֊. _ нН 

в частности, для рациональных функций, отображающих выпуклые 
односвязные области на внутренность единичного круга, граница вы­
пуклости оказывается намного больше р*.

Для хорошего приближения к внешнему контуру заданной по­
лигональной области необходимо взять достаточно большое числа 
первых N членов в отображающей функции (1.6). Внутренний же 
контур независимо от внешнего, при малых < I. близок к окруж­
ности с любой заданной точностью, причем последняя возрастает с 
уменьшением радиуса В практических расчетах радиус круга может 
быть увеличен в широких пределах.

Таким образом, учитывая, что окружности ' = pt плоскости' 
на плоскости г соответствует близкая к окружности внутренняя гра­
ница Z-j. а р։=1 наружная граница £2 (фиг. I), можно считать по­
лином, составленный из первых Л' членов (1.6), функцией, конформно 
отображающей двусвязную область, ограниченную кривыми и L., 
на круговое кольцо ' ? I.

§ 2. Кручение стержня двусвязного поперечного сечения

Задача свободного кручения призматических стержней двусвяз- 
ного поперечного сечения сводится к интегрированию уравнения

V24? = - 2 (v* — оператор Лапласа) (2.1)
при следующих граничных условиях:
на ճ։ Т = С, J

на Լ. Ч’ = 0, 1

где С постоянная, подлежащая определению.
Представим функцию напряжений 4՜ (х, у) в компзексном виде 

’Р=֊֊-|ф1и)֊Ф^)-^|. (2.3)|

где z = х 4- iy. z — х — iy.
Функция

Ф1 (՝) = « (-V, у) -ь гЬ (-V. у)
есть комплексный потенциал кручения, причем ф(х. у) — функция 
.кручения, а у (х, у) — комплексно сопряженная с последней.

Пусть функция

2 = Ш (С) = 5,26^», (2.4)

составленная из первых V членов разложения (1.6), отображает рас­
сматриваемую двусвязную область на круговое кольцо р։<р<1. 
Подставив (2.4) в (2.3), получим

т = — у [ф (С) — փ (;) — /и» (’,) տ (С)].
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ю Ф(С), регулярную в кольце рх р Հ 1, будем искать в виде 
<х>

Ф(С) = У «/Հհ (2.6)
—՛ я» 

и, = K-V icn.
Произведение է ա> (Լ) ա(Հ) , входящее в (2.5), на линиях о = const 

юж им в ряд Фурье

I ___ '՜
<•» (.) ս։ (Հ) = ’о 4- У (а* cos /»о -f- ?л sin rt'i). 

~ Ո- 1

~ А — 1

«, = I So |։ 2 (Р„Р„„ ֊I֊ <7S «,4 „)
A-l

Ն -IBoP 2(?։₽i+«-/-A+„)₽“+". (2.7)
A- J

p. и qr - соответственно действительные и мнимые части коэффи- 
ентов Bk функции (2.4). При & = ох коэффициенты ал и будут 
1бжены сверху индексом (i), а при о = р։ — 1 индексом (2).

Удовлетворяя граничные условия (2.2). определим искомые коэф- 
циенты

Ск = pf—РГ*

Տ<4 3<2Դ ‘г*‘к Ф
pf—РГА

?Հյյ-֊42Դ?
РГ* f'j —

(28)

4°֊ ^ргл-
Ь* =

b

U=l, 2,... .V.
Для остальных lc>N ck = с Ь^к = 0. Постоянные а0 и С,

влияющие на напряженное состояние, равны С = а^՝ a0=i^

§ 3. Определение крутящего момента

Главный момент внешних напряжений, приложенных к основа- 
ю стержня равен.

M = vD, (3.1)

е* —степень закручивания, Z) — жесткость при кручении.
Как известно [1J,

L) = $ «J (с)2 w (с) а'з) (з) —8՜ ш ('3)2 40 (б)^ш О) ~ 

t т
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|Ф(=) 4֊ Փ(տ)] Ժա)(ծ)<ա(5); (3;Й

здесь интегрирование производится при движении г положительно)! 
направлении по всему контуру кольца 7, ц — модуль сдвига, в-֊гра­
ничное значение переменной

Разлагая в (3.2) подинтегральные выражения в ряд по степеням
с и учитывая при этом, что на границе ;. где з: =-Л (/=1, Sj, 
имеют место следующие равенства: I

где

Հ" = 24".

Հո = (Я ֊ /?!■") х‘". = (««>+,?'<՛) (3.3)
.V

«>'(’) =5) Л«Ь«. 4вм
-Л-

Հ" = ՚ Ջօ ;=շ<* + пад.нр?.

•4‘Д = |50 :W,S4+„ ,₽»<*►" ».
Ь=1

4я = I So i‘ 2 (* + Л + 1)S»S։+,4| pj*. (злу

после интегрирования получим
Лг л-

Re շ (Xj?’.4"’_,+ -.Ջ_,4«') ֊ 2(фл!_։>-,-f-Х'2’4”)]

(3.5)

I1՜
2 п — О

-f ц-Jm
г -v л'

V п (а. ՀՀ-’ - ая/.<2)я) — У ft (а .як<п - ճո>Ջ) 
л-1 л-1

§ 4. Определение напряжений

Напряжения при кручении определяются по формуле |11

— /:в == ա.հ ——— {Փ' (Q — /ш (С)'л' G)]. (4.1)
РI «>' (QI

Отделяя действительные и .мнимые части в (4.1) и полагая, что фигу­
рирующие в (3.4) коэффициенты -= T{r;i} — iR^, согласно (2.4). (2Հ 
и (3.4), получим

И-__
|w'(QI Ջ |(л/»л + Ял-1)р'’"։— (дЛ-л —Л1-л-1)р--л"։]сО5Л(1 -Ь

к - !
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I +2J 1Ռ-1—ягя)р*-։ —(Г-п_։ 4֊ лс_я) Sin яб|. (4.2) 

p~fr_։p-J ч-2 [(Л-1-лГд)?•-*+(7՜-.-,4֊лг-Л)р-п-‘| cosnO— 

«-լ
к*
-շ|(«^ + /Հ-։)?<’՜։ 4֊ (А-ծ-ո֊ ₽-п-։)?՜"- ։|slnn6 • (4..)
I ՛*•’.

и с учетом (2,8) и (3.4). можно показать, что 

^(р-1)-0. т,(Р = Р։)-0.

Տ 5. Кручение стержня квадратного поперечного сечения 
с иссоосиым круговым отверстием

ссмофим задачу кручения стержня, поперечное сечение кото- 
раничено извне криволинейным квадратом /... а изнутри

|ПоП Ар достаточно близкой к окружности. Для этою случая в 
1 -՝: Зз = а<e 0,5i

Пусть сторона прямолинейного квадрата, описанного околи 
имидного /.а. равна а. Абсциссы центров окружности ձ։ и 
Шы-йниго квадрата А., расположенных на действительной 
мэетстйенно обозначим через с։ и с, 

2).
! В։$ачестве исходных значений па- 
1мефов. входящих в (1.1). примем 
= 1, մ. = i, = — 1 и մհ = — i. что 
рпгегстаует случаю отображения ква- 
»п. центр которого находится в на- 
if еэдрдниат. Для получения деист­
омных коэффициентов отобрзжаю- 

функции (2.4) параметр Հ. фигу- 
ррошнй я (1.5), должен принимать 

(1.1)

кри- 
кри- 
оси.

[«с действительные значения. В частном случае принимая '.0= 0.2. 
(до) находим, что 7, = 1, 7, — ел\ «յ, «■ — 1 и 7։ = е~л», где

*67 2'’. Ограничиваясь \ ֊ 27 и положив коэффициент Во дейст- 
ргльнмм. но (I 7) определим коэффициенты отображающей функ-
|(14)
А" L0 -0.01048 Л։>« 0.00484
8,- 0.1925 0.022D3 -0.00548
8.- №,07420 0.01752 /?а։ = 0.00X38

0.060/50 в 0.01833 0.00503
/0.03996 = - 0.095 Д 0.010'8
0,03587 0.00337 «м- 0.00142
0,06295 10.03132 0.00343
0,00611 в։, «Ч 0.01637 -0.00195
0.00165 = 0.00756 0,00559. (5.0
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Построенные по этим коэффициентам кривые приведены вафиг.Л 
Для рассматриваемого частного случая et = 0,0294%, a e։=0,2l« 
Как видно из построения, квадрат Л2 имеет закругленные углы] 
слегка вогнутые стороны. Покажем, что кривая /-։, соответствующий 
о։ = 0,4 является выпуклой. Действительно, согласно (1.8) с учете 
(2.4). условие выпуклости кривой Ly перепишется так:

37 il
I+ Со+2Сясоя»0 о, {.5:Я

л — 1
где

27 !
C0 = 2*։Slp“-։>0 при р. / О, Il

А-2
27-л ||

сп = В„. ։Հ (пг + Зп4֊ 2) + 3 (2^ + ЗА=я А՝/г) B,Bk. яр«-2+я 
t-2

(//=1, Ջ.---27).
Так как

. 2 ՜.' 57
У! сп cos гл (S
։«-։ я-

-'7
а \|£> =0,74922, то неравенство (5.2) выполняется. Следователь^. 

«-1
кривая Л, выпуклая. С другой стороны, разница радиусов кривой Ճ 
близкой к окружности, не превышает 1,4%. Поэтому можно счит» 
L, окружностью с достаточной для практики точностью. Радиус «я 
ружности г у ~ 0,40511 Вл.

Опишем около криволинейного квадрата /.5 прямолинейный, сто 
роны которого касаются Л2. Пусть Д, В, С. и D вершины описей 
лого квадрата. Каждая сторона квадрата A BCD касается кривел •> 
немного квадрата, по крайней мере, в двух точках. Выбрав точки к«| 
сания շ՜յ и г2 (фиг, 2) стороны АВ и имея аналитические значения 
их координат согласно (2.4), напишем уравнение прямой АВ, из 
дорого и определим абсциссу точки .4. Аналогично определим абс­
циссу точки С. В рассматриваемом частном случае .vi = 1,59м 
а'с= — 1,17%. Iio этим координатам установим зависимость межл՛. 
коэффициентом Вл н стороной описанного квадрата a: В„ = 0,51239й.

Жесткость рассматриваемого сечения, вычисленная по (3.5), раннй 
D = 0,!3472

Значения касательных напряжений по внешнему контуру рас* 
сматрнваемого сечения, вычисленные ио (1-3), в нескольких точках, 
приведены в таблице.
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Таблица
№№ 

точек ն В №№ 
точек «և •с#* н и:а

1 0- 0.357942 6 90՝ 0.685246
2 5ր' 0,414956 7 120 0.765498
3 20“ 0,667562 8 145е 0.590758
•1 15 0,604663 9 175 0.270984
5 67 20' 0,317373 10 180՜ 0,250508

I Из приведенной таблицы напряжений те видно, что наличие не- 
«осной круговой полости даже с небольшим эксцентоиситетом 
Иг?, = 0,09251а в местах сближения контуров ведет к значитель­
на увеличению напряжений.
Бпшскни политехнический институт

ин. К. Маркса Поступила 5 VII 1963-

U. U. Զար<|ւա*սսն

ԲԱԶՄԱՆԿՅՈՒՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԿՏՐՎԱԾՔ ՈհՆեՑՈՂ. ԿԱՄԱՅԱԿԱՆ 
ԴԱՍԱՎՈՐՎԱԾ ԾՐՋԱՆԱՅՒՆ ԻՈՌՈՋՈՎ. ՊՐԻԶՄԱՏԻԿ ՋՈԱՐՒ 

ՈԼՈՐՈՒՄԸ

Ա Մ Փ II Փ II Ի Մ

Աչիոաաո-թլան մեջ ղի՛""• րկված է ալնսլիււի ձողերի ոլորման 1մնղիրր. 
ղրծէց [աբական կ“՚րված։րր “՚[•“' "'.{փնի'ք ոահմորնաէիակվէսծ է էրրսւլ1ւծ բաղ- 
քանկրււմբ, իսկ ներոիղ' ալնպիոի կորով, "րը բավականաչափ մոտ է £/'£*"'

ենւլիբր /ածվում Հ կոնֆորմ ա րտասլաէոկհրումեհրի մհթողով, րնդ 
էրսմ րոծաՕե ստաւյվում է փակ տեսրով։

ք1րպեււ օրինակ ղիաարկված է ոչ համաոանցր չրրւ/նսւլին խոոո չով 
քաոակուսի լայնական կարվածք ունեցող ձողի ոլորման խնդիրրէ
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