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.МАТЕМАТИКА

М Б. БалкВырожденные бианалитические отображения1. Под функцией, бианалитической в некоторой олносвязной бласти D плоскости комплексного переменного z = x֊Hy, понимают ункцию вила ^ = /?(с) = ?(г)4-й(2), (1>где z = x—iy, a ?(z) и փ(г) — однозначные аналитические функции в D. Отображение, производимое функцией^=/(г) = и (х, у) 4- iv (л, у) (2>называется вырожденным, если оно переводит какую-либо область D в множество без внутренних точек (например, в точку или про- ую дугу).Хороню известно, что всякая аналитическая функция, не явля- щаяся постоянной, осуществляет невырожденное отображение. Иначе >стонт дело с бианалитически ми функциями: среди них имеются кие, которые отличны от константы, но все же осуществляют вы- пкденные отображения. Мы намерены дать явные аналитические сражения для всех таких функций.2. В ходе дальнейших рассуждений мы воспользуемся следую- ими замечаниями, несложные доказательства которых мы здесь шуст нм.Замечание 1. Если две бианалитические функции Z>\ (?) в f?j (z) ф z-Հ (?) и В2 (z) = <p2(z) фг|։(г) тождественно равны в неко­торой области D, то имеют.место тождества?։(г)-?2(г) и ’h(z) =Замечание 2. Если для каждого z из некоторого круга ։|12!<Ср} сходится двойной рядоэ соз (3)
k-О -.-Ои его сумма равна нулю, то все коэффициенты а[*д равны нулю.3. Выясним еще следующий вопрос.



10 М Б. БалкЕсли модуль аналитической функции постоянен в некоторой об­ласти. то сама функция—константа. А каков вид би.анали тической функции, имеющей постоянный модуль/Лемма. Для того, чтобы модуль функции В (.•) (см. (1)). би- 
аналитической в некоторой области D, был в этой области по­
стоянен. необходимо и достаточно, чтобы В (z) имела вид= (4)
где ь — константа. а Լ (z)— линейная функция относительно z:

L(z) = A±Bz. (5)Добязательство. Достаточность условия леммы очевидна. Докажем его необходимость.Выделим в D какой-либо кружок |z а|<р. который обозна­чим через △. По условию в этом кружке] 5 (z) | = М — const. (6։Если /И--0, то теорема тривиальна. Поэтому будем полагать ДНО. Проведем сначала доказательство при следующих дополнительны ограничениях; I. <1-0; П. Я(0)=1. (7)Тогда х (0) = I, .И = 1.Пусть ?|z) = l+z?1(z)1 ձ(Օ) = ծ. ձ (z) 4֊շձ։ (z).Положим
L(z)=\A֊6z. (8)Тогда

В (г) = A (z) 4֊ : (г) 4֊ z>։ (z)].£(z)/.(z) = /.(z) -f-zA(z), (9)где А (z) — некоторая функция, бианалитическая в кружке А.Так как в А В (г) .4= I. то из (9) получим:|£(г) -’ = |Т77)-ЬгА(г)|’, или
L zh 4- Lzh 4֊ zzhh = 0. (H)jЛ (z) мы можем записать так: А = б0 (г) 4-Г-0։ (z), где 60(z) и 0Дг)~функции, аналитические в кружке А. Пусть 09 (z) anz4, 9։(z) = г-0 со= 2*»-՞- л-0

հ — հ^ \ <7։4֊ <7=4--*-4-?ոԴ-«-,



I Вырожденные бнаналитическне отображения I ]где 7о~ <?0, 7։=պ՝ -I- Հ*. 
q^a^ + ^zz

qn = anzr՝ 4-ծո_։շշ"-Վ
Равенство (10) примет вид:(1 bz)z (q0 • -- q2 !֊•••) 4-(1 bz)z{q^ qy ֊{ |724-՚“)4-l ~ гг(7о~г 7i + 7շ՜է՜----- ՜7ղ + ՚ ’ ֊)(7օ + 7ւ + 7:4------- է՜ 7ПН----- ) =0.(11)j Соберем в левой части этого тождества члены первой степени относительно г. В силу замечания 1 их сумма должна быть равна №оПолучаем яоз=О, то есть «օ = 7օ = Օ.[ Допустим, что мы уже доказали, что 70 = 7։ — • • • = 7w_։.e0. Покажем, что тогда qit; = 0. Равенство (И) имеет теперь вид:I (14- Ъг) z{qm~r Чт+1+ “•) I՜ О 4՜ bz) z (7CT4՜ qm t, 4֊ • • • > 4՜
I +^(7«4-7.+։4---)(7.4-7^74-’•)=». (12)Учитывая вид многочленов q„ при л>1, легко подсчитать, что I левой части равенства (12) одночлен z"' 1շՈ!՝՝ входит только в про­изведение zzqmq։n, и притом с коэффициентом | Is 4-Pm-։ Is- Так как •.:от коэффициент (в силу замечания 2) равен нулю, то ат — Ьт. . ։ = 0. откуда qm 0. По индукции заключаем, что qn = 0 для каждого .целого неотрицательного п\ значит, и Л (г) ֊ 0. Следовательно, (см. !9)) при ограничениях I и 115(2) = (14-М/(14-^7). (13)От дополнительных требований I и П легко освободиться. Дей­ствительно, при .44 =£ 0 В {а) =р 0.Положим

г = г̂ а (14)«рассмотрим вспомогательную функциюФ(С)==Я(а4-С)/5(а). (15)Йегко проверить, что 1) эта функция будет бваналитической в круге '•!<?; 2) |Ф(С). = | 1 в этом круге; 3) Ф(0)= 1. В силу ранее прове- кнного рассуждения Ф(’.) имеет вид:Ф (ч) = (1 4- քՀ)>{\ |-ծՏ) (b — константа). (16)Из (14)-(16) получим:



12 AV Б. Балк
В (z) = В (a) հ> (z —Ճ)=Ճ(.Հ-Է Bz)t(A + Bz), где X, Д, В — какие-то константы.Лемма доказана полностью.4. Найдем теперь все вырожденные бианалитические отобр жения.Теорема, ,7ли того чтобы отображение. осуществляем 

бианааитической функцией и>= В (?) было вырожденным в пек 
торой (односнязной) области D. необходи мо и (/остаточно, что( 
B(z) была представима в одном из следующих видов:а) ® • Л (ժ’շ 4-շ) փ Ք, (Йб) ®= Л (z 4-с)’(; + *) +Я (11(.4, В, с, ։. т — константы. 1та = 0, |у =-1).

При этом образом области D может быть только одна II 
следующих фигур (или ее часть): точка, прямая, окружност 
логарифмическая спираль (здесь мы иол логарифмической спираль понимаем линию, которая может быть получена ил кривой с ура» пением (в полярных координатах) '֊ —а՝ с помощью какого-либо npi образования подобия).Д ока in те л ьст во. Известно, что необходимым и достаточны условием вырожденности отображения w = и (х, у) 4 1и (х, у), ди< ференцируемого в области D. является равенство нулю якобиана (1< £>(х, у) 1Кроме того, известно, что/аг f—'И'/2. (2Функция 5(շԼ бияналитическая в односвязной области D, представ» в этой области в виде (1), где «(?) и 4 (г) голоморфны в D.Если փ(ր) = Օ в D. то теорема, очевидно, верна (образом обл сти D при вырожденном аналитическом отображении будет точи Пусть <|/(?) не есть тождественный нуль в D. Тогда мы можем внут] 
D выбрать настолько малый кружок 2| z — a'<?J, внутри которо 0(z) уже нигде не обращается в нуль.Сделаем замену переменных: ? —+ fl/•(С) будет бнаналитической в кружке ԿՀ :<ц:тг’»Г(С) = Ф (С) 4-է’ր(’.). где Ч’ (С) փ (С 4- а). Ф (’.) • <? (Լ 4֊ а) ф аЬ |- л).тик что в кружке ր՝ | Լ функция Ч’(’) ни разу не обращаете! нуль./’(՝) тогда и только тогда осуществляет вырожденное отоб; женне кружка Լ когда /.,/вО в 2, то есть



Вырожденные бианалнтнческис отображения 13
!Ф'('Н-^'(^)|* PW֊ о,«ли

Ф'С) .
‘Г (С) ՛ >(С)

1 в г. (23)Согласно лемме, в Տ
?:(1) + ր!ԼՋ=ճ_1±</Լ (24)®(С) *КК) 1-НЛ>■ и q — константы, причем |Х|=1 (то есть Х=<?/։). Поэтому в о (см. замечание I) ф' С) А (25)ч'С) 1 4-7С '‘Г С) ՝Ч (26)‘Г (С) 1 + •ножны 2 случая:з) q = 0. Тогда ‘Г (') = 0, Դ' (') = .4 — const. Ф' (С) = Х՝Г (Q = Ы, Փ(;)=*ՆԱ + Ճխ где Я, «const. /•’(-) =-4 (>Հ ֊I Լ) -| Въ

В (г) = /•՝(? — а) = .4 (Л -֊ z) -f- Z?= const, а — вещественная константа).Мы получим формулу (17);б) у=#0. Обозначим \/q через /».Тогда
•ГЧО 
ф (С)

, Где 7 = Х q| 7 ,= 1.С + Ь q
:ща Ф (С) = Д (հ 4- ծ): (.4 = const). (26) найдем:

фч:)= ±W(Q С 4-// есть Ф'С) = 7Й(С + *Г՜'.Ф (С) = ЛЬ (ч -j- b)’ 4֊ В, (В = сопз\),W = ф (Г.) փ; 1Г (Г) = .4 с 4. (>)• (Z т Ь) + в.Переходя обратно к переменному z (напомним, что C = z —д) и iHiiюн b — а через с, получим формулу (18). Заметим, что при имом 7 функция (18) многозначна. Мы здесь имеем в виду какую- ։бо ее однозначную ветвь.Пусть Л ().| Выясним, во что преобразует функция (18) произвольную одно- Ваую область D (не содержащую ври 7 1 точку ,z = —г).8) При 7 = 1 = А 1 г փ с - 4- В, 



14 М. Б. Балктак что образом любой области D служит луч w=At В (էշ или его часть.б) При * = —1 w = A(z c)f(z - г) В՝ i:
w—B — А\. Образом области D служит окружность или ее час в) Пусть 7 = б/, 3 ֊₽ (). Так как т| = 1> то ₽’ = 1 — адВ рассматриваемом случае — !<.«<!. Покажем, что облает преобразуется в логарифмическую спираль (или ее часть). Дейс: тельно,- пусть z |- с—-г<Д°. -u = (ze* —В); .4.Тогда<« = ехр {(а 4- 3/) [Inр Н- i (0 4՜ 2Az)]| рexp ( — iji) (А’ = 0, 1, ±2,• • -)ln'pU; = (x-| l)lnp-fi(6 4֊2H«А1кг"> — 3Inр • (a — I) (02йк) | 2k~ 4- 2w՜ (w = 0. 1, ±2,--4.Зафиксируем А’ и будем брать tn = А’. Гак как a-A I, то £=^0.(1 — a) In | <п = (1 а) 3

3 Arg> = (1 — а) 3 In р (.0 | 2k~)1 —а
/2
(3Из fr=l а= следует, что (a р li/p = 3/(i — л). Поэтому (1 — a) In ю ' = * Ат£ •»»,I w J = е х рА это есть уравнение логарифмической спирали. i4o w = Aa»4-£ 5 преобразование сводится лишь к гомотетии, повороту и сдвигу гарифм и ческой спирали.Итак, в случае у) бианалитическая функция (18) яреобразу всякую допустимую область L) в логарифмическую спираль или i часть.Что касается функции (17), то о.ча, очевидно, преобразует о ласть D либо в точку (если /1 = 0). либо в прямую или ее час? Теорема доказана.Смоленский педагогический ннстнту-им. К. Маркса Поступила 19 VI 1!

1Г. г.. АицЦ

ԷԱՓՈհՎԱՄ ԲՒԱՆԱԼՒՏՒԿ ՍԼՐՏԱՊԱՏԿեՐՈհՄՆԽՐ 
Ա 1Г փ Ո Փ П Ւ 1Г 

ք'իանա[խոիկ ֆէււնկրյխսնհրի հս/էքար (и/լսք/նՀէն'



Вырожденные билиалитичёскче отображения 15.
տեսքի !/>1էւ')էկցիաների համար, որտեղ <Զ (Z) ՜[• ե հ հոչոմորֆ են D
տիրաժում}, հաստատվում Լ ար/պխ/ի թեորեմա:

11րպեււղի հլ՛ — Լ՝ (•£)' րիանաչիւսիկ ֆունկցիան և իրականացվող արտա֊ 
•tjuiinlj/, րրւ ւ մր էափոխված / ինի է) տիրուլթո: մ , անհրամ եչտ I. և բավարար, 
•ր ե(2]-ր ներկար4;/վե[ի հեւոևրռլ տեսքերից մեկով

ա) w = A (Հ 2)^-8, 
p) w^A (г ч- <?); (г 4-е) 4- ՀՀ

{Л. В, С, г, Հ — հաստատուններ են. Ilf! Л = 0, \ = I ):
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