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В. М. Александров

МАТЕМАТИКА

О приближенном решении одного класса 
интегральных уравнений

В работе рассмотрено интегральное уравнение, к которому при- яягся многие смешанные задачи теории упругости. Разработан ишый метод его приближенного решения. В качестве примера «велено решение задачи о действии штампа на упругую полосу, жзщую без трения на жестком основании.§ 1. Общий вид решения интегрального уравнения Рассмотрим интегральное уравнение вида .
И֊ j ?(;)ln~- d\ = к/(х)՜— j <?(;) х|<1, (1.1)
1-1 - 1г.ы xt (0, со)— некоторый параметр, F (к) четная функция, при- /9 О \чем F(k) ~Ла>0, р 2*.

• Через //“(—>!. р) обозначено пространство функций, />-п произполнлн кото- Ка ?довлст։.!орйст условию Гельдера с показателем t при —> .г

Будем искать решение уравнения (1.1) в виде?('•) = <?о(5)-г?1(ч). 11.2)нгде функция ?0(;) определяется из уравнения
It: 1I ֊ (°) х 1. (1.3)

I "* ւЕсли функция /(л) такова, что, но крайней мере, f (х) £ц,з^(—1, 1), [о общее решение уравнения (1.3) имеет вид [11
______ I _ 1 Г Л и & _ |Հ(')Xj'l-.? In 2).+ 5(0) J/l ? J t-x-i i (1-4)

причем ?0(x) է М.з.. (-1. 1).Поправочная функция ?։ (;) очевидно удовлетворяет уравнению



О решении одного класса интегральных уравнении 5Йему вышеуказанных свойств функций Ф(х), Д(х) и Г (к) рилы (ПК (2.2), (2.4) равномерно сходятся при всех значениях х( (— 1.11 и|1 2 2 1|~у — к этим функциям.Используя формулы (1.6), (Ճ.Հ и интегралы
1+1

• I

I 1

։ /-о

(I /=0Н-О.,, ո 1 + 7 ՜ ,ет"° <2-Г)> 1* у» и,

1 Формула (2.7) лап.» н работе |3]

In 1 IX — Հ I .-------- a-.
In 2а I О (2.7)

|тно преобразовать формулуВ ьзов.чння. виду

где

(2.3)
<Г,(х) г/0.

к следующему, более удобному
ծ-,.. — Л (0) b0 -0 — V v с-0 /-0

bi, = — v2 &hbi~r / 0. /«յ-0 յ-0 четно,
7. 2X-y-F (0)]՜* s = ()s 0.

(2.8)

(2.9)

I
к

Числа Ь/ определяются no формуле (2.3), в которой только необхо­димо отбросить звездочки, числа ВТ, = ВТ даны в таблице 1 для зна­чение- т = 0, 1. 2, 3, 4.■ Теперь на основании формул (1.7). (2.1), (2.2) и (2.4) предста­вим уравнение (1.5) в виде
- 2 а, Г֊ՀՃ!1 - In —-----— Ժ; - г. V ձ։7. (х) -‘“° J,11՜' А

ОО tx< «7-։($)Г2
/-и л»-0 J

— I

z Ճ Հ dz. 
V Ь- :։ (2 10)

Вычислив интегралы в (2.10) по формулам (2.6) и (2 7) и прирав­няв коэффициенты правой и левой частей полученного соотношения при одинаковых Г/(х), сведем определение функции ?։(х) из у ров- № (1.5) к определению величин а, из бесконечной системы ли­шит алгебраических уравнений. Эту бесконечную систему будем 
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решать методом редукции. Урезанием могут быть получены сл< щие две системы линейных алгебраических уравнений для опре ния а21 и а-л-н : /1- I

= (/=(), !,♦••, л)А—од-/-։Ճ.Ղ4 ։ = ծշ/^-ւ, S.-,՛ 1 ~ 5’ <2л- 1 ՜-'՞ч 1. « (■' - О, !,•••, п — 1), Г1!Л-6где
12/? р =р О ?7 ~ 2

т-p±<j

( 111/2 7 = 0у #0 (21
(2.12) числа 1>Լ находятся по формулам®

Гиб.ища 1

В соотношениях (2.11) и
Вц

т 0 1 2 3 4
в„ 1 2֊3 ֊2՜3 9-2՜7
в». 2-- 0 15-2~с 2՜3
Ви -1 1 -3-2՜3 3-2՜32՜’ ձ-շ՜4 —3-2՜4-2 ’ 3-2՜՜1 2’г
в,: 3-2՜2 -32՜ 2 5-2՜4
в„ շ-в շ-Յ
и.. -3-2՜4 ^2֊215-2՜5 _ շ֊2
в„ 5-2՜3 5-2"а
В" 2֊5
Ви -2՜4
Bt3 7-2 5
B5t —7-2՜4
Ви 35-2՜ճ

только су мм проза! но т производится 
т = п.Решение сг (2.11), (2.12) прил1 
п производится лв бысто благодаря i что их коэффини образуют почти . угольные матрицы. ( редел нв величины (/ = (), !,-••. 2յ)ւօ' сгем (2.11). (2.12). пр лиженное решение у| нения (1.1) получич формулам (1.4), (1.3 (2.1), причем в форм ле (2.1) сумм про» по / производите 
i — ;?/ձ. Рассмотри!в § 3 конкретный пример показывает быструю сходимость по.՛, мых таким образом приближенных решений к точному при yiчении //.§ 3. ПримерРассмотрим задачу о действии жесткого штампа из упру полосу, лежащую без трения на жестком основании. Силы гр< между штампом и полосой предполагаются отсутствующими.Как известно,,эта задача может быть приведена к решении)тегрального уравнения, которое в безразмерных координатах ни вид (1.1), причем ?(:) —неизвестное давление между штампом и// Д Е \лосой на линии контакта, л=—> ք (х) =—3(х), △ =----- Л—Լ

а а 2(1-fl



О решении одного класса интегральных уравнений 7I х' Г= —. հ-------- ♦ հ—толщина полосы, а • пол у длина линии контакта.Га а’х) — неизвестная осадка границы полосы под штампом, х', — раз-■рные переменные. Функция Ւ՛ (А) может быть представлена в сле­шей форме / (п)] cos к и — ժ
du.

L (п) = ch 2м — 1 sh2/x •
(3.1)
(3.2)

а

3 особого труда можно показать, что функция F(k\, определяемая фмулами (3.1). (3.2), непрерывна и непрерывно дифференцируема ю число раз при — օօ<Հծ<Հ сю.Для получения приближенных решений рассматриваемой задачи 'особом, изложенным в §: 2, прежде всего необходимо, используя фмулы (2.5) и (3.1), (3.2), определить числа с2т (л).на машине .Урал1՜ найдены следующие значения Для случая чисел £*«(!)"т = 0. I. 2. 3, 4):
с0 = 0,251, ռ = 0.498. Կ = 0,0863, ce ֊ 0,0156. f8 —0,00276.еперь не представляет труда получить приближенное решение задачи |ри условии X = 1 для штампа с тех? или иным основанием. Напри- щр. если 5(л) = б — ах (плоский, наклонный штамп), то приближен­ие решение, соответствующее случаю п — 3, имеет видձ Г йР (л) = ———• (1,905 — 0,968 А-’ - 0,268 лЛ — 0,070 лл) —

У 1— х- а (3.3)ах (1,773 0,607 хс } 0.166.x1) -
дльнейшее увеличение п не приводит к существенному уточнению вшення, поэтому приближенное решение (3.3) можно считать прак- 1чески точным. Эго еще подтверждается тем, что решение (3.3) от­ымается or аналогичного решения (5.2), данного в работе (2]. менее ем на I ®/0 при всех л [ - 1, 1].В заключение заметим, чго изложенный метод может быть с ус- хом применен к решению некоторых осесимметричных смешанных шч (например, для упругого слоя), только вместо полиномов Че- шева необходимо использовать полиномы Лежандра |3|.ловскнй государственныйуннверентег Поступила 2 VII 1963
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Վ. Ա'. Մ.յԼ fiiiufii]rni{

иь ԴԱՍհ ՒՆՏեԳՐԱԼ ձԱՎ.ԱՍԱՐՈհՄՆեՐՒ ՄՈՏԱՎՈՐ ԼՈհԾՈհՄԸԱ 1Г Փ П Փ П !• 1Г
Հագվածում քննարկված Լ ինտեգրալ հավասարումը, որին րերվւոմ 

առաձգականության տեււությւսն շատ խառը իւնգիրնհր:У Հակված կ այս հավա ււարման մ ոտավոր {ածման մի հարմար մեթււգ
ք}րպԼս օրինակ րերված Լ հեւո1ււա{ իւնգրի /ււէծռւմր' շտամպի ներդորքէ, 

թյւււնր առաձգական անշարւ} շերտի վրա, սրր գտնվում Լ աո անց շլի ծ 
կարծր հիմքի վրա:
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