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3. А-. Мартиросян

Плоская задача о распространении давления 
постоянного профиля в упругом полупространстве

§ 1 Постановка задачи и решение в виде интеграла

Рассматривается закон распространения давления, образованного 
ог взрыва над изотропным упругим полупространством, которое ха
рактеризуется постоянными X, }Л, &0.

Обозначим через О точку возникновения давления на границе. 
Выберем ось Ох в плоскости поверхности, ось Оу направим вниз, 
(фиг. I).

Предположим, что на граничной поверхности г = 0 действует 
нормальное давление 7« = - Д = const. В этом случае, как известно, 

задача будет плоской и потенциальные функции 9 и < удовлетворяют 
волновом} уравнению

* f- ..(Г-z (>՝Հ> ժ-ձ _ .Ժ՚-’ j
dX֊ a 01’ ' d.X֊ Օ-' ' Cfl- (1.1)

с начальными нулевыми условиями

Lo ‘ ։_0 FUo (1.2)

при следующих граничных условиях
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Ժ4дЧ , дЧ
дхдг дх- dz-

dz- Л-2 3՜
при \x\<Vt

О при | х | > 1Հ

где Ա-֊скорость фронта по поверхности.
Заметим, что входящие в (1.1) а- и Ь- определяются формулам*

“=1/֊+2ք ь = ]/у °)4

и имеют смысл обратных величин скоростей распространения продаж 
них и поперечных волн. Решим задачу методом неполного разделе 
ния переменных [2].

Решения уравнений (1.1) при начальных и граничных условия 
(1.2) и (1.3) найдем в виде интегралов Фурье

? (х, г, /) == j /? (г, /. k) eikxdk,
(J

ծ (x, г, է) = J Տ (г. է, k) elkx dk. 

~ <•

Значения функций փ и փ из уравнений (1.5) подставим в уравнени 
(1.1), (1.2), (1.3) и, сделав в последнем обратное преобразование 
Фурье, получим

^._а=^._Ж=0, -^֊֊^-^-  ̂= 0. (1.6)

А? _ <№ = 5 = ԺՏ
/-0 0/> |,*-0 Լ-0 |,=0

U ('2ik k‘S —

| ՛՛(4? ՜ ՜ w) ք՜2fX(4/՜ +ik €г) „= ՜՜շր J p՝(x՛ °е"‘"^

Из уравнений (1.6) при условиях (1.7), (1.8) функции R и S 
легко определяются, если ввести следующие вспомогательные фуню

zV(z, k, s) J/?(z. k. t)e^dt, 

0
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Г(г.М= \ S(z,k,t)e ^dt. (1.9)

9

Согласно (1.9) из (1.6) и (1.8), имея в виду, что

| յժ՜"Ժքյ p>(x-^e^dx = ■
О •• *х

получим

д-X — У —
՜ ՝tt?s՜+ k'} х = °՝ ~ {b‘s' - *։И = °. (1 •10)

(...ОХ ,9V д'Y \
•х ( 2ik ֊3— k- У — -- --г-?- ) = О,
\ dz dz- /:„շ

[Т,/ԺՀ¥ ,. v\ , „ ( д‘Х , .. ԺՐ\ I pxV
\ dz- / 1 \ az- dz/\^.Q r:(s34-A-V-)

Решим уравнения (1.10) относительно X и К 

_ <։’«’+k։
Х(г. k, s) = С (k, s) е

(1.12)
_ - .՝ I
К(г, k. s) =D (Л, տ) ժ

•где многозначные функции фиксированы по следующему условию:

arg Հ a-s- 4- А2 = arg р ծ2տս 4՜ = 0. когда տ>О, (1.13)

.а функции C(k, $) и D(k,s) удовлетворяют следующим уравнениям:

(ծ3տ2 -Ւ 2/г’) D (k. s) -4- ՝2ik / ճ2? -4֊ k- C{kt s) = 0,

(1.14)

2iky'^'+ K-~D (k. s) — (bV + 2A=) C(k, s)= —... •

откуда
է’(Հ s) _ __________________________ /^(^4-2^ __ ______ __________

П|Л (s* 4- k- V2) |(ձ=տ2 4- 2A2)5 —4Л2 у ՜ ծ2տ= 4֊ k- Հ aV4֊ Л2]
(1.15)

1 D(k s} =_________________ ______________________________ _____________

-;l (s2 4֊ V“) !(ձ2տ2 4- '2fi2)2 - 4k- / ծ . 1 s-a2 -j-՜ £’]

В (1.9) произведем обратное преобразование Лапласа. Имея к 
виду (1.12), для функций R н S получим следующие выражения в 
виде интеграла Медлина:
(> Иаацстня ЛЯ. серня физ.-маг. наук. № 1
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1 / -гг'аъч v
/? (г, к, է) — ^_ г I C (k, s\e est ds.

Շ—1*>
(l.lfi)

։+■/■»’ ____I .՛• -zl
Ճ (z, k, t) = & (^՝ s) e e$t ds.

Հ-ւ~.

где s—постоянное положительное число. Значения R и S 
в уравнения (1.5) и, сделав следующее обозначение

. bs 
к ’

подстав

для функций у и f получим следующие выражения:

м Vb
=?(*,2,0~-֊է- 2-1

dk
1<Տ՚Ւ

։/ А 2if\Vb (' /t։
(х< z> 0 = —/7- |

-/*!'*» 14*ծ 
е е d-

(с2 - V~b֊)R(֊) к'

(?’֊| 1^г)/?(;)

В уравнениях (1 17) ветви корня фиксированы при условиях

arg iz 1 4-12:՜՜ = arg ) 1 -f-r — 0 при ; >0. 

Функция 1Հ (;) имеет значение

֊4/1 - քր /1 -Н»,

величина հ определяется отношением

- а - / ։* Я
* b | к -| 2а *' <М

Для компонентов напряжения Т-. имеем
ր„ = ւ/&+^ + շՀՋ. + /յլ\ J

\дх- dz-) ■ Լժր- dxdz) и 1

Если значения функций © и * из равенств (1.17) подставим, 
уравнение (1.21), то для Т.-.- получим следующее выражение в ВВД 
интеграла

г..֊Л±Мй« j .■■х₽.м>^ +

— »
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где

Л'(г. k,t) =

— — л- —
4֊ гг) е е Ժ
(г 4֊ V^TO) при f > -;bz

приО

(1.2-3)

e Դ

Y (г. Է t) =
e:: ՛

при

՛> при / <Հ bz,

(1.24)

(2-H2) e ՜ " e
(? j при

при

ty^bz

/< 1^.

(1-25)

§ 2. Качественное исследование решения

Чтобы дать качественную картину распространения давления н 
упругом полупространстве, исследуем интегралы Медлина.

■Проведем из точек разветвлений ;=т / и ; — - Հ֊ разрезы па-
•

раллсльно отрицательной части вещественной оси. 1'огда подинте- 
грпльные функции в (1.23), (1.24). (1.25) будут иметь полюсы в 
корнях уравнения Релея

R(«)=(2+;')2֊ ll/l

и в точках

: = ± iVb.

На рассматриваемом листе плоскости ; это уравнение имеет двойной 
корень ; — а также простые корни в точках : = ± /О, где О<0<1.

Учитывая, что при больших значениях А1 подинтегральные функ
ции в (1.23). (1.24), (1.25) оказываются весьма малыми в полуполосе

Re;< 0. представляется естественным заменить прямую

Г
грирования Re; = э контуром (/.), изображенным на фиг. 2.
При такой деформации контура пересекаю гея особые точки 

т —: = + Ю и ; = ± iVb.
Поэтому функции zY, Y nZ из (1.23). (1.24), (1.25) представятся 

сюдующимн равенствами:
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Л — /Уо 4- /X А 4՜ Ал.и -4- Х\, (2.1)

r=r0+ Г* 4֊ Г.иЧ-Гл (2.2)

Z = Zj 4-Z# 4՜-£ai 4՜(2.3

где Zo, У'о, Zo суть вычеты подинтегральных функций в начале ко
ординат, А>, К/,», Z/e—-вычеты в точках $= +/О, Л.я. У'м> Z.w—выче
ты в точках ;=± М7>, а последнее слагаемое имеет вид

I Г (2 4- г) (1 4֊ 75е=) е՜'" ՛՛ ’ ։+г-‘ Л di 

(;24-

1 С/1 4֊ 7։?*/14֊«а е”'м,1+’‘ё

՜՜շ^յ

(2.-Щ

(2-5)

(2-б)
(2+?)е

($։4֊ V^=)/?(=)
У- - .,՛

Надо заметить, что многозначные 
функции фиксированы по условию 
(1.18). Легко убедиться, что если 
значения У’о, Zo подставить в 
(1.22), то получится

7Հ = о.
Итак, поле давления разделится 

на 3 слагаемых
7к. = 7-^ + Гг,н+7„к, (2.7)

каждое из которых имеет свой фи
зический смысл.

1. Определим поле давления 
1 zztl ; Для этого, интегрируя сна- 

чала (1.23), (1.24), (1.25), получим

-7։0)ք՜1*'։,''՜”,տ1ո^-. (2.8|
՝-'{!յ ‘‘

be=----- тгт— ) 1 — Հ1^ \/ 1 — 0- e sin ֊.—• (2.9)
'■'0'

где

7-к= ֊ -Л- (2 - O’Je՜՝*1''’’'’’’‘sin . i(2.10!
bjjV I)

գ=4(7^+ հ^5՜՜2+®։)<#’՜ '՜՝1”
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Подставив значения А>, Zfr з уравнение (1.22). дифферен
цируя по г. получим

/________ * 4- VJ х - V9t \ .
Ա։(1-w + (x-h l/on: ՚ 2:ц-^)4(х-^)։/։

■ 4«lpiVb 2
Պ1 ՜ C՜1)

j 1 - • & | I «r •

X 4֊ V"f X- VQt
- b*) 4֊ (x 4֊ M’ ? (1 - &’) փ (x —

Vb 2
Wfl CJi

_X4֊VV x-l'o/
։’(!֊ 7*®1) : (X+V7P ■ (2.12)

откуда

Г»«----- — У՜ ~ TTF (2 - <1 - 7*®*) x

Х(агс’8ЧУ^-агс^ 2 11 - v? \ 
x — vor /

, ^PyVb-2 J j __ 7^jj_^

>.PxVb 2 
՜Պ^ր (2 - G2) X

X (arctg ~y VJ~ -arclg 4’t?՜) + c- <213> 
\ , ’՝■ ՜է » о4 -Լ »<r /

1 где
h

V’o=~- (2.И)

I В уравнении (2.13) величина T..f зависит от л-— 1'0/, х4՜ V’ot Если 

I ту часть Т:: которая зависит от д֊— 1’0Հ принять за движение по 

1|К|КМОжительной оси Ох, то часть, определяющаяся х4 Ц/. будет 
I Движением в оттЛщательном направлении оси Ох. Итак, первое ела- 
|| racuoc уравнения (2.7) представляет собой пакеты волновых поверх- 
I'ttocTfft или. как называют в теории упругости, поверхностные волны 
I Реле. Очевидно, что эти волновые пакеты движутся со скоростью
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2. Определим поле давления Тг:^, Для этого интегрируя ci 

чала уравнения (1.23), (1.24), (1.2-5), получим

.. (2֊ v^=)(l ‘■'■■'"'sinWl/
Ал.-------------------------------- --------------------------------- --------------- , (2.

/1 - l/W V ։ - V-b ■ e ’ " ՜1 ՛"’ sin kt V 

VbC, 

(2- 1/։/)’>£՜“' ՜՜'1՜1'1'4,։տ1ո ktv
411 =--------------------VbC\-------------------------

где
Ci = (2 — У7?2)2 - 4 I Г ՜ Հ-VW1 1 - VW՛'

При I ‘b ՀԼ l для Tz2 t получим следующее выражение:

7. _ (). + 2u)P,W (2—И-Л2)(1 fVW) 
4<и՜՜ -ji Vb'C,

(2.1-

(2-1

(2.1

z/1- հ՜ՓԴ2 z/l—t’W’ arct-- __ ,-----------arctg-_;/z

4рЛ Vb Հ i __ Հ VW / 1 - VW
nu 1'ձՇւ ՜ X

/ , z /Т- VW 4 z у 1 - VW \
X ^rctg —֊^vt-----------arctg J֊

XP։ Vb (2 - VW) , 
rVbC,

(l,J
при этом слагаемое Tz. представляет собой волновой пакет, кото

рый движется по поверхности со скоростью V.
Чтобы исследовать поле давления, мы должны, прежде всего, 

попытаться вычислить контурные интегралы (2.4), (2.5) и (2.6). Пра
вильный расчет этого интеграла труден, поэтому ограничимся усло
вием 1, которое дает возможность использовать асимптотические 
методы. %

Рассмотрим интеграл (2.1), представляющийся в канонической 
форме следующим образом:

%х= (\(Е) <?*/(£) <#, (2.20)

где „медленно изменяющаяся" функция փ (£) равна
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(2 |-Н(1Ч-^։)
• ' ' ՜ 2n/(;2 + V^)/?(';) ՚ 

а „фазо.й“ является функция

kf(V)^-\k z/ւ՜Փ + *1;.

(2.21)

(2.22)

Учитывая возможность изменения пути интегрирования в кон
турных интегралах от аналитических функций, постараемся выбрать 

контур (>.) так. чтобы на нем оказались точки резкого максимума 
лолннтегральной функции и чтобы при удалении от этих точек подин
тегральная функция убывала наиболее быстро.

Контур, обладающий указанными выше свойствами, называется 
стационарным, а точки максимумов функций—седловыми.

Известно, что седловые точки определяются из условия 
/{0 = 0, а стационарный контур определяется уравнением

Jm/(=) = Jm/G?). (2.23)

При А* I можно ожидать, что главная 
■соответствовать интегрированию по малым 
точек

часть интеграла будет 
окрестностям седловых

1.____ 17
l)-"' t--U-Z

ն -2

*/(Լ)

YV t- — a
it

ФнГ.

(2.25)

следующее ны-
Ох в точках .
(2.26), для X, получим

Нетрудно убедиться, что в ка
честве пути интегрирования (л) в 

•(2.21) можно взять стационарный 
контур, изображенный на фиг. 3.

Распространенный по такому 
‘Контуру интеграл интегрируется по 
следующей формуле [3] 

где 0—угол контура с осью
По л ьзу я с ь у р а в и е н и е м 

ра жен не: 

X ЫЬ)Х------- 27Г
և .3

(2.26)При /<!>().

где
| (2հ2 — 1I t" 2ds22) a’z’y’ (P — a2z‘)

[(27= - 1) Ր ֊ - аЫ) /(( - V)
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(1 ֊ 72l/^2)/2 — q*V2z* '

ք*(Հւ) = ֊^-Հ t2 — a2z2.

4<М =
3_

(է- ֊ a-z-f 
ab'z-

(2.27)

Аналогично определяя остальные интегралы уравнения (2.5), (2.6), 
получим

L .з

"₽и*>0՛ <2֊28“■'z W.t'՝։/«/ 
где

_ ______ 4ft2z5(/= - ծն2)2 [(1 - i2) t2 — b2z2\
f(? - 2b2z2)*- 16№2(/2(1 ֊ 72) - ծ’շ2յ՜] [(0ծ* - 1) Z2 — VWJ

Л(ч) = ֊<-^/2-№։

з
r (U_ ^֊ ^a)2 ■ 
/ybj— շ,^

L 3
•Z Мч) / 2« \* *A(U ՚*~

z>=“2-/ “(t;7$.)i) e * e ПРИ A’>0‘ <2-29)

где

a ($ ) _________ [(2?~1)^~2fl»22]74/a ֊ a^2)2_____________
((2;2 - 1) t2 - 2a2z2]։ -f- 4azT3 {t2 ֊ a2z2) /(1 ֊ 72) t2 +֊• W-

x______________ L________________

Л(1- W>Y)f' + «Դ֊7-

/.•(«։) = -“/ քշ — (Րշ2 ,

(Z2 - a2z2f 

ab2z2

при Л<0, (2.30)

r‘=-W "՜ (т4ттУ при А<0' (2-з։)
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Если подставим

; = V է 

к обозначим

то для интеграла 
щсе выражение

; — a*z2 — ах,

если ;>0 

если '<ՀՕ

равой стороны

7j = Հ t2 — a-z2

f 1, если
I — 1, если 

уравнения (2.34)

•Ь ах (2.35)

(2.36) 
7J<0

получим следую*

f cos (— — a2z2 փ sin kx =
J \a 4 / Հհ
о

_ ^2 , a Г COSX 4- er> Sin X Հ2 / a Ր cos Xe5 sin X
4 V I’ll J PT d 4՜ V TITJ —7x—dK՝

(2.37)
Предположим, что S<£1, тогда первым интегралом правой сто

роны уравнения (2.37) можно пренебречь

eikx
k y'k 

о
cos — / է- - a’z* -+- =

a 4 /

если ;>0

если ;<0

(позади фронта)

(впереди фронта).

(2.38).

логично вычисляя остальные интегралы уравнения (1.22), получим
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= (±±Ы_!\УЬ_ _Мч)_ հ՜հ՜՜ _
*"՝ 2^ 1 у за/; (у

Ъ(ч) ,Հ՜?՜ , 'P,VI> Հ-(Ս , Հ л՜ , յ
-а I |/շ֊ՀՀս + 2^ 1 ]/ 2«/;(y 4f"

(2.3S
где : определяется уравнением (2.35), а

,;շ — | /-֊ /)2;2 — ()Х.

Из уравнения (2.39) видно, что поле давления Tzz представая։ 

собой волновые пакеты поперечных и продольных волн. Заметим,т 
постоянные с.2 и с3. входящие в равенства (2.13), (2.19) и (2.39 
можно принять равными нулю, так как нас интересуют те члены, к։ 
торые меняются сильно. Легко убедиться, что продольные волн 

., 1 .. 1 
движутся со скоростью 1։= ,а поперечные волны— К = у•

Следовательно, на фронте продольных волн отсутствуют нош 
речные волны, так как Ь>а (фиг. 1).

Радиус распространения продольных и поперечных волн бул։

В частях ACC'A'DA есть только продольные волны, и для этой ш 
уравнение (2.39) принимает следующий вид: 

(HWtw ~Г՜
2^----------1/ ВДу ՚Խ (ն) + ?-(ն)

-~|Т~

I
(2.42

а на фронте продольных воли, когда ; = 0,

T2Z. = 0. (21

Заметим, что метод „неполного разделения переменных՞ име< 
превосходства перед использованным методом Майлса [5]. так какр! 
зультаты, полученные Майлсом, достигаются этим методом, а реай 
ние при Рг = const нс может быть получено его методом.
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Я II.. Ս*ւււր«|ււ*ոււյսւհ

ZILUSUSRH. ՊՐՈՖՒԼՈՎ. ՃՆՇՄԱՆ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ԽՆԴՒՐԸ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ 
ԿՒՍԱՏԱՐԱՄՈհԹՅԱՆ ՄեՋ

U. 1Г Փ П Փ n.b 1Г

Հալված ում ղիտարկված / "Iա t[d 1,,լն ի JJ աոաջացած հարվածող սվքք 
ճնշման աարածում ը աո աձղական համաոեէւ միջավալրումէ !օն ղ ft ր ր էէոծ^» 
է <Տ էի ոփոխ ականն երի ոչ Ц'1,։[ անջաամ ան մեթոդոէէՖւ Ապաւյուցված է, >
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uinnituAinut են երկս». տեսակի ալիքսղին (որձեր, որոնք մակևրեու լթաք շտրմ֊ 
6

փոմ են է և է ց — . արաւրո [J ՀՈ1.ններւէվ՝.

4ռուգւււնում են նաև ե րկալնակտն ու րսլնսէկան սւքիքների (որձեր, որոնք 

չար<1ւ(ոէմ են- համտպտսւասիւտնարար՝ ե , ա րսպու [J լոէ-ններովէ Ռրնչ~ 

J ւ՚էն հ՚սմար աոաէքված արւլ քան ր'սե րր ճիշտ են ալիքի ձակաաի ր ուվուկան ա~ 
շափ մոտ կետերում:
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