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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. В. Еганян

Плоская задача теории упругости 
для эксцентричного кольца

Для решения задачи воспользуемся системой биполярных коор
динат (а, 3). которые связаны с прямоугольными координатами (х, у) 
соотношениями |1|

a sin 3 х = — .
ell а — cos3

a տհ а
У = --------------;/спа — cosi (О-

Рассматриваемая область ограничена двумя координатными ли-
НИЯМИ а = 2։ и представляя собой
эксцентричное кольцо. Вдоль контуров приложены нормальные и ка
сательные нагрузки (фиг. 1):

4-.,= ■' <'?
Ч - 1, 2)

Предположим, что внешние нагруз
ки статически уравновешиваются на 
каждом из контуров a и а = «.», т. е. ք 
имеют место соотношения (I]

дх "У V Ла h а
°’ й ՜ ’** Հ" ) Ժ-3 = °' JԺտ А=։?

(2)
о

У

р- - зг 
-------*-х

з, ду ох
а “ — ~

дз. ■ '1
0.

Фиг. I.

(3)

Л,= + ДЦ(-ղ=3--՝) </2 = 0,
ՏՈ-Յյ J \С1» а — cos;/a = 7j

(/= 1, 2. верхний знак соответствует Z = 1).
Кроме этого, полагаем, что =/(?)» "М?) и производные 

с((3) интегрируемы в пределах от — - до ֊
Общие формулы напряжений и перемещений плоской 

биполярных координатах имеют следующий вид |lj:

функции

задачи в
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и де

տհ։ д  sin? շ 
a Ժ։ a ծ՛'

о’
օւ՝

տհ а д _ sin 3 д
а Ժյ. а а

(Я
» « ~ Հ ԱՓ);0<idi

cos?1 ԱՓ).

и(2, ?)-^֊ 

2թ
Г Ji ԺՓ ԺՓ
լ>. 4-յւԺ։ Ժ?

1 •* ԺՓ ... օ՝Լ1 >• Г H дл

О’Г »

ch։— cos?
о Ճ

2u Ր Г ժ® Ժ3 1 | </«/?.

Функции Ф (а, S) и 4'(з. В) являются бигармоническимн.
Когда имеем дело с эксцентричным кольцом, область которого 

расположена ио одн\ сторону линий ж = 0. функция напряжений 
имеет вид |1]

ЯФ = a (ch а — cos 3) / փ аВ0 cos ր՜ր У, (/։ («. х) cos w?4-/2 (ft, a) sin «в|,
“i (8)

где
fi {'Կ «) = -4/ («) ch (я + 1) а — В; (п) ch (я — I) ж — С, («) տհ (л + !)а 4

4-£>/(/։)sh(rt — 1) ж, (/=1,2; л>2), 

/у(1, a) = ^/(l)ch2«4֊Cy(1)sh2». (j = I. 2).

(6)

(Ո

(И)

(9)

(Ю)

Данную задачу решил Я. С. Уфляндв предположении, что внеш
ние нагрузки з/ (?) и ч (;) разлагаются в тригонометрические ряды. 
В данной статье решена эта же задача, но другим методом, при этом 
для определения коэффициентов, входящих в (8), получены более 
простые уравнения и. кроме того, рассмотрены случаи сосредоточен
ной силы.

Граничные условия (2) с учетом (4), (6) и (8) можно записать 
гак:

I(cha COS8) — —տ!։։-Ժ sin ?--4 ch ։ I ԱՓ0)։ , 
I dp* оз I '

“ a»/ (?) 4- տհ «I (ch a, — cos 3) / aB0,

"’-U'M,..,, = - /’in? (<•= I. 2),
ժւժ? ՛ ch a/ —cos?

где
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оо
Л =21Л (л>я)cosл ? + А (л• *)sin Л?1 • 

л— 1
(12)

Так как функция #Ф0 представлена в виде ряда Фурье, то ле
вая часть второго условия (11) будет представлять собой некоторые 
ряды Фурье. Однако, первое условие (11) непосредственно не пред
ставляет собой ряда Фурье, так как перед знаками рядов имеются 
функции от переменной 3. С целью преодоления этой трудности, сле
дуя Я. С. Уфлянду, дифференцируем первое условие (И) по 3.

С учетом второго условия (II) получим

а да, a sh я/ 
cha, — cos? d'i (ch зц —cos?)2

(13)

Из второго условия (И) и из (13). с учетом (12), находим 

а/) ճ՜լ/(//). ք\ (fl, а/) = Аз. / ("),

fi(", О = f2(n, а,) = (14)

(/--=1,2; /z>2)

/1(1. M = /+*b(l), /3(I, a։) = A'< ,(1) (/=1,2), (15)

где обозначено

Xi,<(«) = д'4~i sb а, 
С11а/ — cos? (cha/ cos?)2

chi

Տ1ՈՀՀէ* «/?

II. > 2

Ki, t (/1) =
a -/ sh а/

հո (zr cha/ — cos? (cha/ — COS?)2
cos/i? Ժ?

№.,(„) = A (16)
т.п J cha,- —cos?

«. 1 (/ = Կ 2)
A; ,(//)= - a f '/C^ dz

Т.п J cha/—cos?

Ils (14) находим коэффициенты Л/ (л), ЯД/г), С,(հ/) и D)(n) при
•2. а из (15) находим .4.(1) и С«(1) и одновременно .4,(1) и Ст(1), 

выраженные через /. Остается определить /?0 и /.
Для определения и / требуем, чтобы удовлетворялось также 

первое условие (11). Гак как первое условие (И) имеет место для 
всех ' ( то умножая обе части на ՀՅ и интегрируя в
пределах от — до -г՜, с учетом (12), (II) и (15). получим
5 И.чгстня ЛИ, «рно фИ4.-М4г. наук, .4 1
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— /տհ2», + 2սՏ„4֊2ք։(1.»,)=-2-\«/(?)«Փ (<—1,2). (ПМ

откуда и находим В(1 и / (при данной внешней нагрузке).
Теперь остается определить выражения для g'T. Из (7), (8), (9) 

и (10) (производя интегрирование) находим

£՝Г l23(clia — cos 3) /-у sing |.4г (1) ch 2* 4֊ Գ (1) sh 2a]+
Ճ+ u I

4֊ 2 5] И. («) Sh (n 4֊ 1) a + Я, (a) sh (/t - 1) a + (Հ («) ch (« 4֊ 1)a 4֊ 
n -'i

4֊ Dy {n) ch {n — I) a] sin /ig J . (18)

Напряжения и перемещения определяются по формулам (4) и (5).
Таким образом, поставленная задача полностью решена.
Рассматриваем частный случай внешней нагрузки, когда на кон

туре a = a։ приложены экспоненциально изменяющиеся нормальные 
относительно координат 3, а контур i=։ti 
свободен от нагрузки (фиг. 2):
4 (?) = — Qi (ch a։ — cos З)2 (cos g։ - cos g) ճ՜Պ 

при 0<g<gJ։
Յւ (?) = Չշ (ch — cos 3)= (cos gx - cos ,3) --Ж

при £։,<£<-, (19Я
^(?)=ъ(?) = М?) = 0 при

где Л — положительное число, Qj и Q2 ֊ па-
Фш. շ, ра .метры, снизь между которыми получается

с помощью (3), а

нагрузки, симметрично

?х = аге tgshcixC— (20]

Из (19) видно, что такой выбор нагрузки нс только облегчае! 
вычисление интегралов (3) и 4G), но и дает возможность совершит։ 
предельный переход к сосредоточенной силе (когда А’ — ос).

При таком выборе нагрузки уравнения (14). (15) и (1G) привод 
дятся к следующему простому виду:

А (л. ai) = Kj.i (//)• /1 («. X.) =j\ {/г, a։) =/5(л, ?շ)=0 (//• 2). (21|
Հ(1։ Պ)=/(1. М = Л (22)

к,., („) - — 2— С -_^|п "Լ֊
ЯП (л2 — 1ch a։ — cos 3 Ժ?

А'»,? («) = Л4. / (w) = Лз. /(//) = , խ) = Аз. i (1) = Ач. I (1) = 0. (շ|

(1=1,2, /I >9).
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Из (3), с учетом (19), получаем

Xi = )Հ = .И. = О, 
(/=1, 2) 

что дает связь между Qx и Q:.

ԺՅ = Օ, (24)

о

С помощью (9) и (10) из (21) и (22) получаем систему уравне
ний, решая которую находим

Д1(Л)=^ЛМ [(„։_ i)ch(« 1)0, («=-l)ch(« 1)։։Х
д

X ch (я. — 1) (р - р) - (/? - 1)®տհ(/7 4՜ l)psh (// — 1) (р ֊ p)J,

«,(«) = l)ch(« - Па, - (л2- l)ch(«- 1)^Х
Ճ

X ch {п 4- 1)(р — Р) (// 4- 1|3 sli (п — 1) psh (// 4֊ 1) (р — р)],

с, ֊ 1) sh (Д 1) а, - (л2 - 1) Sh (« + 1) а. X

Xch («— 1)(р —р) —(// — l)2ch(/z 4֊ l)psh(// — 1) (р — р>|,

D, (д)=—լ 1 *՛ 1 [(/Г-— I)sh(// 1)р — (п2 — 1) sh («•— 1)р X
Ճ

>: ch (// 4- 1) (р р) —(// -|-l)-ch(«— l)psh(// |-1)(р — а3)|, (25)

Д = 2 |ci. 2а(р - р) №ch 2 (р — р) - («? — 1)),

2 cbср 2 ch(p —p)

Если значения p(S) и տտ(թ) из (19) подставить в (17) и (23). то 
правые части легко интегрируются и находятся коэффициенты /, До 
и Ki, ։(«).

Для вычисления ՜շ вблизи 
разность р — ор.

Из (4) находим

контуров предварительно определим

ջԼ ժլ_
<Հճճ <հ* 1 (ЯФ)- (27)

С помощью граничных условий (19) из (27) легко вычисляется
ажение o? вблизи контуров

ճօյ =сгь(£) 4֊ (chp — COS?) 
h=p

cos3/։(1, Я/)4-

— 2 и (// 4֊ 1) Л'|. t(л) cos//? 
«= 2

00
— 4 V п |/Հ (//1 ch (// — 1)р 4- D։ (//) sh (n— 1) p]l. (28)

Л-2 J
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При нагрузке (19) из (5) находим

2н1/(а, ?) = .֊֊֊ 
л 4֊ р.

ОО
(ell а — COS г) / i /1(1. х) COS ?4' у./1 (п, а) cos п$ — 

п -2

sh я
ch а — cos 3

ОО
afi0cos? ֊1 Л (1, «) cos ?4- У/д (д, а) cos ոֆ 

ti -2
>. 4֊ 2ja [л, , . д. . , ch а cos ? — I ,֊—֊ - 2/(Ch я — cos Ջ)-{֊/j (1, а) -----Հ—֊ +
>• + «•( ch а — cos p
cc

•1 2 у |/l։Sh (л -|- l) а 4- Z?J sh (л — l) а 4- C։ch (n -f- l) а 4- 
n — 7

О Հո Q w4- ch (л - l)a] л cos n'i —— SJ— - У |.4։sh(//. 4՜ 1) a 4՜ sh (л—1)а 
Cha — cosp^j

4- Сг ch (ri 4֊ 1) a 4֊ Di ch (л — 1) a] sin /2?

շ.ժ И («, 3) = - 4- + /, (1, a)| +
л 4- I* I cha — COS?

sin Ջ 1
Ն 2 'if i ("» a) Sin я? 4֊ —---- ՝---- - շ/i i'l, *) COS//? 4

«-2 cha֊cos?ri f

,, к . q 1 , x sha sin?(1, a)sln?֊/i (։)
ch a — cos3

-2У |(//4-l).4։ch 
л-2

(//4 1)а4-(л l)S։ch(w — 1) a4-(՜//4-1) C։ sh (//4"l)a4

Հ) • է

4- (// — 1) Dx sh (n — I) al sin //?------- — - -—- Y [/11 sh (л 4֊ 1) a 4֊
ch a - cos?„1 n - ►

4֊ &i sh (л — I) a --- Cj ell (л 4- l)a 4֊ Dtch (л — I) a) sin л? «

отсюда видно, что V(a, 0)=Vr(a, ±r) = 0, как и должно быть ( 
силу симметричности по °).

Теперь переходим к сосредоточенной силе. Если на фиг. 2 по; 
считать суммарную нагрузку, которая приложена по линии a = a։ 
приравнять каждую из них (при £-*ос) заданной величине /\, т. е.

о
(h

d? = 2Hm ( =

то получим случай действия осевых сосредоточенных 
С помощью (1) и < 19) из (30) получим

сил (фиг. 3)
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I

(choj — 1) (cosPj — 1) lim -֊’ 
k

(ch «1 4՜ 1) (cos ?i 4 0 H։n 
/с

Р,
2а

5.
2а

Из (19) и (23) при Л֊>оо с помощью (31) для 
чается следующее простое выражение

Ki, J («) =

откуда

где

(31)

полу-

Л
Ф’֊1)

(п>2),

№.լ(2/Ո) = 0,

1) = ՁՀ
к[(2/п+1Г-1|

(33)

(32)

Фиг. 3.(7Ո> 1).
Из (17), с помощью (19) и (31), находим

I Ch a1։ Z?o = Р։ ch «յ
2ar.D,

1 [sh 2a2 th (*x — o։)),
0

Z)0=(sh’a1 Sh’a.) th (ax —a,). (34)

С помощью (32), (33) и (34) из (24) и (26) находятся коэффи
циенты •41(/г), В^п), С\(//)։ Dy (и), Л։(1) и С։(1).

В случае сосредоточенной силы из (28) при Э = + —• для

получается очень простое выражение

Cj> a=a. =---  Sh 211 (7=1, 2).
3 = a

Из (29) в случае сосредоточенной силы находим

t/(an 0)
2kji A

u

</(«,. 0)

<3.

(35)

{?(a
n ?s4-—?e
Л p- 
2^ 1 4- A

£/(a;

2^ i + ^ 
p

Ռ Y7 4-— ?8 
A !\ _ 
2^1*. 1 > A

(36) .

где функции (/ = 1, 2,-.., 8)

91= 4 (’ -a« +
зависит от а, и а»

4֊ Պ 4՜ Պ 4֊ «7.
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Ъ=4 (1 — Պ) Ьда.

4 

= — ач ՜ր -Պ -г а + бла,

?4 = ՜^Օ 4՜ ^՝4 ~ '^р>
•1

1 / Ct \
= — ( 1 4- Злф 4- cth * | ау — 4а2 — 4- а?. 

֊

<?.« ' О ~'2<Կ 
4

s.= -- aQ + За4 - а3 Ь 6ац. -ь=----- -пс 4-а4 փ 3«9.
2

«о - ------ч Ch \«---- ’ Պ = ճօ cth ֊•’ а-= по Ctll (*։ ֊ я։).
Sir 04 4- տհ։»յ 2

а3 — a^ch-Xp rt4 = a4ch«։, «$*=д,сЬх։, «e = fl4slias,

«. = <iccth-*1-. Հր4 = «։էհ-^. дв —е (37)

Значения փ; (7=1. 2,---, 8) для разных 

таблице

ад и а.. приведены в

Таблица

ձւ ?»

3 3 1.818 1,001 4,03289 1.60298 3,79572

4 3 '1,818 0,724 3.3606 1,4691 2,5525

5 3 1,818 0.570 3,1412 1.4252 2.1351

3 4 2.095 0,912 3.0921 1,3905 2,1339

4 4 2,095 0.664 2,8013 1,3121 1,5783

5 4 2,095 0.524 2,6956 1,3238 1,3730

3 5 2.313 0.863 2.7335 1,3195 1,4679

4 5
'2,313 0,630 2,5605 1,2941 1.1359

5 5 2,313
1

0,448 2,4915 1,2845 1.0088

Известна следующая связь:

1,35893 1.17469
0,9424 0.7581

0,7963 0.6219
0,7627 0,6904

0.5778 0.4952
0,5072 0. 1215
0,5203 0.4962

0.4122 0.3715
0.3695 0,3216

1,25522 

) .13 4

1.0941

1.0112
'0,9b70

0,9503

0.9177

0,8916
0.8853

I

՚3,7315 1,2067

11.9369 0,7781
11.6421 0,6274

1.5177 0.6422 

1.17130,4530 
1,03180,800$ 

1.02^)0 0.4221

0.8296 0.3121

0.7465 O.2G8T

Ն ?ւ

2G 
l-2jx ,

откуда, с помощью таблиц получаем, что

min - = 2-հ>՝ кг/ем2. 
I1
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Поэтому в формулах (36) можно пренебречь ?1։ ?3, <?5 и и 
единицей относительно второго слагаемого.

Тогда (36) примет очень простой вид

£/(«„ 0)--֊-?=• է;(’=՛ |)) = ֊’:?..
2л;х 2«и

и к. =) = Ս (*,. «) = ֊4 (38)2кр. 2 та

Из таблицы видно, что 4/(а/, 0) и (7(я/, тс) (/• = 1, 2) умень
шаются при уменьшении а2 или при увеличении лх.

В частности, если взять

=/(?)= ֊7/. М?) = 0 0 = 1.2), (39)

то получим задачу эксцентричной трубы под равномерным давлением, 
т. е. по контуру я = а։ действует равномерное давление, равное qy, 

по контуру а = а, — давление, равное <у։.
В этом случае, с помощью (39), из (14). (15), (16). (17) и (22) 

получается

А, (п) = Ճ, (//) = С, (п) - £)/(//) = О (я • 2; i ֊ 1. 2).

.4.(1) =£։(l)=C2(l)=Ds(l) = 0.

Для определения оставшихся коэффициентов .4Л(1). С։(1), Во и / 
получаем следующие четыре уравнения:

Л։ (1) Sh 2а/ | Cj (1) ch 2а, = .
2

֊ Zsh X/ch а. - aBQ 4֊ /Լ (I) ch 2յհ ֊ C\ (I) sh 2az — — ciq, (i — 1. 2).

откуда находим

I = — <7i 7г) ch (x։ - xj.

&o = 1 l7iCh(«j — ։.)sh2x. — 72ch(Xj ֊ Msh 2a։(7X 4֊ 72) sh (a։ a;)j. 
Z.%

Л (1 )= ~ (7i - 7-J sh (a։ 4- x.).

Գ(1)= ֊ (71֊ 75)ch(a։H-aJ, 
Հ° 

где
Do —2(sh2aI տհ։տ2) sh (ax ֊ a2).

Это решение совпадает с решением Я. С. Уфлянд.а |1].
По изложенному методу, кроме рассмотренных задач, легко ре

шаются некоторые конкретные задачи. Для решения этих задач необ
ходимо соответственным образом выбрать внешние нагрузки, далее в 
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полученных результатах перейти к пределу при к -> сс и прнрав: 
р

суммарную нагрузку заданной величине Р или — (фиг. 4).

г)

Фиг 4

Здесь рассмотрены следующие задачи:
I. Полуплоскость с отверстием (фиг. 4а). Решение этой зада* 

получается из первой рассмотренной задачи, где нужно лишь прння 
«2 = 0. Л = — Р.

2. Эксцентричное кольцо (фиг. 46)

°1 (?) = '։ (?) = 0 при --<?<"

(?) = Qs (ci։ «Я — COS ?)’ (cos ?։ — cos 3)
Հ, (3) = 0

<և(?)“0
(3) = /А (ch a. cos 3)’ sin 3 ?-*<*-?»)

при

при

32 = arc Ig sh a,.

3. Полуплоскость с отверстием (фиг. 4 в) 

(?) = '»(?) = 0 При — "г.

М?)-о
'։ (?) “ Ht (ch ях — cos 3)* sin 3

при
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^'(Р)e Qi(ch а։ — cos ?)* (cos ?х *—cos ?) ժ՜*ք=՜;,)| __
I M?) = o, 1 прн

I где 
?х = arc tg s1ia1։

В результатах надо положить а2 == 0.
4. Эксцентричное кольцо (фиг. 4г)

°i (?) = ՜ւ (?) = 0 при -֊<?<-, 
(?) = 0, ха (?) = х0 при 0 < ? < ?2, 

=:(?) = Qi(cha։- cos?)* (cos ?։- cos ?)е֊*«֊*Ц հհհ-
,0. _ при

j I (?) — ”o* J
где

P a о » i'0 = — ’ ----- ?2 = arctgsha2.
4?. sh aa

5. Полуплоскость с отверстием (фиг. 4д)

Պ (?) = Q։ (ch Ղ - cos ?)* (cos ?x - cos ?) e~V ) при () <Հ

ն (?) e $ i
Պ (?) = 0, ", (?) = '0 при ?։ < ? < 7C
°i(?) = Հշ(?) ==0 при — z<?<n,

I где
P a

'o — ~ ’ Pi — ~ 4pj sh a։

В результатах надо принять а2»0.
Прн решении перечисленных задач интегралы (16) и (17) бе* 

I рутся очень легко, и коэффициенты функции напряжений выражаются 
в замкнутой форме.

Вычислительный центр АН Армянской ССР
I И Ереванского государственного университета Поступила 10 VI 1963.

Վ,. Վ. VquiGituG

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ձԱՐԹ ՒՆԴՒՐԸ
ԱՐՏԱԿԵՆՏՐՈՆ ՕՂ.ԱԿՒ 2.ԱՄԱՐ

Ա Մ Փ Ո «I» (I հ Մ

\ոդված ում ա լոքում է արտակենտրոն (պուկի հարթ ( ա ծ ա մր'
երւ’ եզրերում կ/ւրաոված են կա/քաքականււրեն րս/իււ)ած քւեււներ։

հ/^ւզքւրր դխոարկվոււք կ ե րկրեեռ կււ րաւլքւե' կոո րդէւնսւ ւոնե րով/ հ/նդր[ք
րււ՚Նււմր' լարումների ֆունկցիան, որուոկերւիոծ է Տեուրքեի շսէրքի տեսվ»ովէ 
Արտաքին բեոի (Տետր ութ չուեր Ц--- 1 ղծոպրերի տեոքով հնարավորութ լուն

। / ччи/իո, սւ J հեշաութ չամր զանել րո րումների ֆունկցիա լի ղործակիցներր ե. 
րյ անցնել կենտրոնացած սւ՚1ին:
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