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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

П. О. Галфаян

Решение одной смешанной задачи теории упругости 
для прямоугольника

В настоящей работе приводится решение смешанной плоской 
задачи теории упругости для прямоугольника, на одной кромке ко­
торого заданы перемещения, а на трех остальных—напряжения.

Функция напряжений рассматриваемой задачи представляется в 
виде рядов Фурье. Для определения коэффициентов разложений по­
лучены бесконечные системы линейных уравнений. Доказывается, что 
полученная система квазивнолне регулярна и имеет ограниченные 
сверху свободные члены.

Частный случай этой задачи рассмотрен в статье (6). Подобные 
задачи теории упругости для прямоугольника рассмотрены в рабо­
тах [1—5].

В качестве примера решена задача изгиба консольной балки, 
когда изгибающая нагрузка приложена на конце балки х — I и ста­
тически эквивалентна заданному грузу Р. Решение задачи доведено 
до числовых результатов. Исследовано распределение нормальных и 
касательных напряжений вблизи места закрепления и вычислен про­
гиб конца консоли.

1. Рассмотрим плоскую задачу теории упругости для прямоу- 
Н'ЛьникЬ при несимметричных граничных условиях, заданных в на­
пряжениях и перемещениях.

Как известно [7], в плоской задаче теории упругости в случае 
отсутствия массовых сил функция напряжений Эри удовлетворяет 
диффе ре и 11 нал ь но м у уравнению

' д.ф=*Ф+2 ** +Հֆ = օ (1.1)

дх* дх!(1у- ду*

внутри прямоугольника 0 < х < /, О Հ у Հ h.
Напряжения через функцию Ф выражаются формулами

_ Ժ2Փ _ Ժ2Փ Ժ2Փ
ду* ’ Պ'՜ дх* * Vv՜ дхду ' (1“)

а перемещения определяются соотношениями [2]
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и = b

(1.3)

V ։=
ԺՓ I 
^у|+ал + с-

Здесь Е— модуль упругости. коэффициент Пуассона, а, b и с по­
стоянные. которые определяются при помощи контурных условий.

Рассмотрим плоское напряженное состояние прямоугольника, на 
контуре которого выполняются следующие условия.՜

<\(х. 0) =« y,fltcosatx. հ«,(*. ОЬУ />t$in aaX (1.4)
4-1 4-1

(0<х</)

ov(x, //)= У c4cos։fcx, vry(x. А)— У djtslna^x (1.5)
4-1 4-1

3« (А У) = 2 գտ։ո for. -ry (/. у)=֊о 4֊ 2 Acosfo (1.6)
4-1 ՜ 4-1

(0<y<A)
ьа

U (0, у) = у я*51п 3fcy, V (0, у) «= — 4- 2 A^cos ?4у, (1.7)
>-•1 ՜ 4-1

где
.։=(2А-1)^-. ?։ = 4' (18>

/—длина прямоугольника, а //—высота.
Функцию напряжений Ф (х. у) ищем в виде (6)

Ф (х. у) = Дху -4- V [Д4 ch ։ky - Вt sh «4у + 
*-։

аау (Ckch + Dk sh а4у)] cos адх

փ V |^ch3ax4-^sh.^x-:-?4х (Oi-ch^x //* sh fox)| sin for. (1.9) 
4-1

Используя граничные условия (1.4)—(1.7). для определения неиз­
вестных коэффициентов а. Ь. с, .4, Л*. В*. Ек и Ел получаем соот­
ношения 

*
а =—р Д. //“О, с= о" I

С» ձ
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Л = ֊4~ И<֊') 4 - Պ
-4 — —.г

- — адА (Dk ■ CActh <։*.Л) է- ( 
a* \

4Zkctlia?. п (1.12)

֊է֊ (1.13)

F/.=

■А

п Е
(1.1-1)

* ճ՜*՜ճ 
5և

(1.11)

H^Zth +

Пользуясь, этими значениями для определения неизвестных Си, 
0*. Gi.. и после некоторых преобразований получаем следующие 
четыре бесконечные системы линейных уравнений:

— (sh aP/i 4- aph) DP+Cp\h—~ 
л*

8 * 03= -r(֊։),+1 2 7gr^^(G։shfv+^ch^) + 

4-1.3. 1 />'

I'

4֊
а7.

1
ГП’

4 (-If
I ap

v ...Л r eL _ .(րւճճ
Л-1.3,

’р — (<յ/> Ь <’р) th

(sh aph — aph) ( Dp

= ֆ(-ւր՛

4 (—I/1
+ I ’ «л

13

■р А-2, I,

“2՜ (р = 1, 2, 3,-..) (1.15)

V (6\sh3/H֊^ch?4Z) -I

4-2.4. ’* 1 P
7-р

i, + rf,-(a„_Cp)clh^- + -L
Հ ap*

(/>=1,2, 3,...) (1.16)

1

+֊• 4

2
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9 \
sh У4՜°,/ • Դ — 1 __ 7y 4՜ <>Tp) =

(-1)4

где

//
, 4-’л + ттт ր (Qsha/Հ-

4 ՝ /_  14 a* I
fAdiat/i) 4- Y V /л ՜(^-Լ ^3)21

2 Ք + Օ՜ՏrP -1 aH?J.
ԲՀՈ 

epvP —ff, 4- j—p ; (лр 4- gfM

(si.y-y.^r ֊-)(/44-^A) =

4
= Т(֊’Г

h 
k-l

a;-J$ 
Q

X (ck sh а4Л 4- Dk Ch afcA) +

{-Հհ I 
(«24-^)2|

(-if հ-՛^рa, — —,— ■-՛ ՛ • ------ --------

- v (֊ 1)Հ 

гр (է֊։

C:; a*

^Կ> ֊fp~ T—֊t {hp 4- (1.18)

‘p 2sby + y-Xp—^

Hp 
3p -- -------------------------------- ------- » (1.19)

shV֊V-^4-r֊7

sh 3ziZ 4֊ 1
Դ= chy

shy-1

ch ր?ր1
(1.20)

r ?j

* 4

• P

հ

a

P

p

+

(1.17)

*И $

При этом использованы разложения

sh3Ax = — ch у շ 
р~\

(- lysine,,*

հ-րհ
2 ՜* sin гх

1=-г2-^
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ch V = ֆ 2 (՜ ’ֆֆֆ* [տհM+ <֊ »՞+' ֆ | ■

(1.21)

zsh թժ= -- Տ —տհ + V • Ch 3,/ ֊
1 p-t % '՜ «Դ

2 / ։ \Д"Н • г ‘>02
лсй^=т2 <—1’։-տ*ո-“'֊? chf^ + V-shy-^i- chM , 

p •-1 P * • I P

.i также аналогичные разложения для функций sh аА.у, ch afcy, ysh a*y 
iiych aA.y по функциям |cos.3ay) на интервале (О, Л).

Введем новые неизвестные
֊^֊ (С» sh а/ + Dt ch а/) = X» - У», (—/**• D» = X» + У».
И Հ * к п

(1.22)

֊г (О* sh V + Н, Ch 3,/) • = Zk - U4. 7 Գ = Zk 4֊ UZA.

Тогда
a.,/z ( _ 1 /’Օ„+Գէ1>4- =х/ 

у-р

2/1
sh iph th 2

2РЛ (— I
գ+Գօէհ; = - Yp

2հ ’Յ-թհ 
t 7 Clh .7՜ տհ Ղրհ 2

(1.23)
^ + Գհ--^1^(Հ, MJ,

•p

/7р 4՜ — օշ՜ ~ V-p) ՜է՜ W'/Afy’ ՜՜ Ал)!•

Произведя замену неизвестных и решая уравнения (1.17) и (1.18) 
относительно Zp и U'p, получаем следующую бесконечную систему 
линейных уравнений:

А7= у aMZ։4- у bpitXi'k
*^з.

«ш х>
Yp= У CpicZk + У т/р» 4֊ Л’р,

4-2,4. 4-2.Ն , .
(р = 1, 2, 3,...) (1.24)

Y.p — У А- 4- Т| /р* ^4 ՛ г!՝՝ 
к-1 k^l

Ա77' = 2^+ ^ApArt + sp, 
4^1 4«1
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где
4*'
Հ h-

./> 7.“ 1
iW’

4а'“
ծ- = ֊7ք

<х2 — v=2 
ր _լ*

°֊P

_4»։
p‘ ՜ ч

(֊ 1)р
а»

(1.25)

dPt =

I + ■'

«£ +

1

հ ֊ *1 
~^г.

1

е*Ъ 
epk~ լ

1
( ” ?„ 1+’

(«{ + ?֊)=

Ջ [1 4-(֊lf](.Mp4- 
/ ’ Ml-NPLP

7) а . / 1ч*Яр հ—'^р 
^-Н-Ն ?-֊ттр-

1

iW ’
• 1

= ֊/ ----1։‘-<-։) ^-Г+Հ- (’i + {$)’ ’ 
(1-26)

hpk
Ջ. n-i-(--i)"](M;,+/-p)

I ?MJ-/Vp£p

2
Ոք~~7հ

p (-if 4-

2KP
bP — d}, — (ap + fp)th

aP^

2

2 
n-—lh

ар “ 
7Г 2

*֊2.4.

t՝* Հ՛

֊ l)p*1

Мр'^р — А'р^р \1|
Mp-tNp ^/]Г

(1.27)

2ЛТ|р

ар// 4
£р dp — (ар — 6՝p)ctli—у Ь —г

ձ ipl

Դ ՜ M- - NPL
|23р “ փ,_(-1)0.ժյՏ 

11հ ձ հ + 3;
Rp-

«է

p

1
7

^PV-ր 4՜ ^՚1’Կ> 
՜ Mp + ; Vp

■!>
ձ> M^NnL,.

2Ն Տ а*֊ (-1)4
a* • 4- Ճ'- ձ ՛ rp

, ^-k
Գ (՜1^^
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(typhp -

Мр 4֊ !.р

^р^р

(р= 1, 2, 3,.--)

1 Г МрХр 4՜ Lp^-ր
/[ Мр + Կ, I +7

sha/Л /с 2

> __  —Л՛р - /VIp — Lp
Р~ Mp^Np ’ • Հ,) -'Мр + Լյ՜'

4 23/
I ^=ր+71հ^/+ d^T" (Լ28>

3 — ֊. 23/■ ֊!*,.֊ 7հէ7-',1?"'’

3-1 23/
I Lp - I~v ՜ ’՜"+ТН ггէհ ՛■

2. Докажем квазивполне регулярность бесконечной системы 
Ա.24).

Рассмотрим уравнения системы (1.24) отдельно при четном и не­
четном р. Для суммы абсолютных значений коэффициентов уравне­
ний первой бесконечной системы (1.24) при р нечетном будем иметь

Й ։.з.

Չ __ ___Р ՛ к
'Դ (14-ՀԱ;/

% ~ К

(I 4՜ 4 «р

+л.
<рМ

1 Հ -Ь -1- .. . Հ_______
(1 -t-v).Vp +

(P= 1. Յ,-.-) (2.2)

У I аръ 14- լ 
'#->Л 4-1.3,

k°

I V __ !___ k + ֊ I՝4.3. (/հՁ + -ГУ (I ’)■՝> I

v _1___ k. ^-"ki _ 3 _ 1 ռ_ I,
֊ շ. (*։ + ՀՐ ՚ (1-г-)хР Д(ла + ^)’| (H-’)^l ՜1՜
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=~-, ՜ . ■ ----- --------------—------ ---------------— - - - ■ • . ■ -------- --------- -Т?--------- -  --------------- ■ _______В

V __ 1__ Г k -
Г (*a + *J)S 

л},+2 р
(2.з)

Здесь kQp и k'lp—нечетные числа, определяемые из следующих нера­

венств 
| _յ^2 _  v/c"

----------- —£-------- -— 0 при всех нечетных k < էհ,
I V Хр

(2.4)
1 А՜՜ — уЛ2

А՛— у • —'՛-*--------- 0 при всех нечетных Л< AJ,.

Из формул (2.4) получим

&р<\-х{.,

где
. /(l-H')a + 4v ֊Hl4-v)

0 ՜ 2v

Из (2.5) и (2.6) следует, что

Հ Ш. (М

, - 1 (ТТ-')֊ + 47-(1 4- О
1 2v

(2.61

> Հ. (2.7)

В силу (2.7) для выражения (2.3) будем иметь

4х2
V |«мН- շ ьр1 =֊г֊֊^֊г

* 1.3. *-1.3. г">р(Хр) (X, (I +՛')•*>

հ
+ 2

Հր2

1
(^-т-Հ)7

_Հ_
(1 ւ՜՜ ■') -Դ *յ+2 ք

x'^‘kL
(։-՝*Խk փ

1 I , X-—'ik- I Հ 1
Л + 111 ՜ <’ -)x, I f J հ -

(։ + \) Xp

*։
֊ 4 I V *__ +_±_ У +

(ft2 + 1 + Հ՜.

_i_ 7 . V . k2__________ V i
l + ՝ 1+^2w^-
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1 *

• V р‘

Ч k

"'-р (Л7»)
Zj Т*= xtf + Л lA"''°

*1.3. V P՛
(2.8)֊

где

k
____ 1 , 21 +
(1 + х=)։ +4(9 + ^)

3 + Հ , 
4(1 +4)2 ՚ 8Հ

при хр 3

(2.9)

Лп
1

*-1.3.
- 4)3

1
(F | Հ)2

ч 1 k-

1 Ф >

1_
■

k
(2.10)-

*-1,3. р
p ■ -

Оценки (2.9) получаются при помощи формул для приближен­
ного интегрирования [2|.

Оценим значение функции Հ (хЛ, >). Имеем

2 1 4

к°
Հ __ J_

14 և2ւ3 (^

1 Хр dx

1

-D*

(2.н>

Аналогично оценивая остальные 
дем иметь

слагаемые правой части (2.10 . бу-

1
շ

Դ

kQ rp
dx

II
'р‘

СО
Г x-dx
J (X? + А’)2 ՜

*>2

i+’J

Հ+2
հ

• 1 г

2 + Հ,)2 ■

x7dx

Հ-1_ V
4֊> г1

Р„+2
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Ր xdx Г xdx 1 + 1

J 7?- + ^)’ J (^ + Հ)2 2 (1+ ») ՜ հ
1 ‘J+2

1 _ [ _Ճ5_____________ fй_________+ 1____ +
ч, I !+•<= Հ + (2+-'օ-Դ)տ 1+՝;

(2 4՜ ’h'Xp) хр _ хр ( । ■ * 1 \ । 1 ՜Ւ 2'1 . 1
л’ + (2-|-<-х,>։ 1 + л-;Д ։ ՝ А/ 1+’ х,

/ 9 \
arctg-o I֊ arctg ( v,+ - - )

X ХР /

4| (2.12

Из (2.2), (2.8), (2.9) и (2.12) получаем

9
Нт ?! (Х/„ v) = —• + քՂ (՝>), (2.13)

где
О v _ 1 1 -1 - у 1 — ՝/ / ՀԼ \п (’) “ ֊ -I- J— (arctg ,։ + arctg ,,֊ y) - 1

(2. 4
Расчеты показывают, что

л (0) = 0,5, А (0,5) = 0,3. (2.15)

Для производной функции АСО имеем

Л (*) = “- • (j 1 V)U (^«rctg v0 4- arctg v, - . (2.16)

Обозначим
z0 = arctg v0 ֊1- arctg *։. (2.17)

Тогда

,ggog >^-. = _Ո1ճճ1±±. (2.l8)
1 - *օ’ն լ ՜՜ v

Следовательно,
r(1>4- <2Л9’

ла

На основании (2.16) и (2.191 получаем

/։ (v) < 0 при 0 < > < 0,5. (2.20)

Из отрицательности /, (•*) следует, что функция АМ монотонно 
убывает, а из (2.15) получаем, что она меняется в пределах от 0,5 
до 0.3. Поэтому функция A (v) получает свое максимальное значение 
при v — 0. Следовательно,

2
У 1^'4֊ 2 I — 4-/Г СО < 1.1366. (2.21)
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Аналогичным образом для второго уравнения системы (1.24) получим

где

У I с>՛* I
8 Հ2 

տ ւ^ւ = ^Է> Տ
*-2.4. ՝ր՝ " '*֊2.4.

= ?շ(-Դ, V),

(*= -I Հ)

(2.22)

v> sh хр~
(2.23)

у__ k__
֊ ^։+^)= S։(a>)= (4 ՜հ А'?,)3

4 (4 + Հ,):

_3^г 
4(16֊Հ)’ при х{, < 4

(2.24)

J2 (хр. v)

(2 փ \хр) Хр 
f -Հ- (9 -L и. *•

8л2.

*ք ՜ Հ-1(2֊|- ^)’

7* 2> 1

р՛

+ T+7f +
1 ֊Է2> 1

1 4- 7 хр

* 4 2 է I ՜՜ 4 4 I
Г+ , arC‘8^+rT4arCtg’“ | аГС
Из (2.22)—(2.25) и (2.13) получаем

Нт ©։ (хр. •) = Нт (хр, *)

7’

(2.25)

(2.26)

Следовательно,

2 1դ*1+ Տ ւ4*: 4 ։ Л|1А ('хмзбб. 
4-2,4. 4-2.4,

(2-27)

Для третьего уравнения системы (1.24) имеем

Հ» I* ci - $!Լւո*ւ v 1 I x • / a* '$p I-

I IbMCTHa ЛИ. серия физ.-м։т. наух, .Գ 1

£,l " ՜ I 1 !S + " ■ ( 1 к ։+’

16 у’ II

16 у2 । - ।=__ո- ! V . 1- Н - («=-|

т 1^1 - -'У;

Ур

— (ла4 V֊)2 л -3.7.11. ՝ 1 •Р'

1/<J ո2 — ^yj 11
У I + * IJ

(2.28)

k

2

2

у 1

4 i Հ

n —

2

УР 1 ֊г *

1 «2 ֊ Դ?
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где 

՜

Как и в случае первого 
емся от абсолютных значений

/
2р Д-, (Р= I. 3....

(2.29
уравнения системы (1.24), освобоЖда- 
в правой части выражения (2.28)

2?/
Ур ՜ -֊-

16 у- I "р
2 = շ
*-1 " «Т-1.5Д

1 / -----------------  I ц —. --------- — r 1 
(//= ■ у-)Ц. v„ ՛ • f

V ___ I_ / . Ifr-I
^4c«։+M՝ ն ’ + •< )

Й,„(«։н->'֊)4" ՛ У„ ։+՛-/+

где //J и ր։Լ — нечетные числа, 

ненств:

п _ ե^՛!. ք,2—՝Պ>
Ур ՛ 1 + *

. . 1^1
П ■ .. ’ II.. 

определяемые из следующих нерй

> 0 при всех п < /zj,

(2.31

0 при всех п ' п\։.

Из формул (2.31) получим

Հ < \՝УР, пр ն-У/..»
где

֊ /(1+4։+4,Ջ= i. (1-

֊«■

Из (2.32) и (2.33) легко заметить, что

р р'

В силу (2.34) для выражения (2.30) будем иметь

2 с>| =

пр

п -1.3,

r v__ !___
Ур

I /?/. i л5 — vy

р



Смешанная задача теории упругости для прямоугольника 51

где

V ___ Լ..._ у 1

R„\ *> •>
ц- - ։'Ур \
1-Н. )

/?р1

nJ, I
• 2 S ("г4-у*)г 

г»-».5.«.

յջր X \ . v 1 
**•> / .г,,.

У,, 1 -г 7 / I

4՜ °’ i¥j''sW 1 ■:•■•՛R" У"Л. <«’ + >՛/■)’

' + ՝' Ур ,1 +
ձ(՝> 71 j Փւ(ձ„ ՜հ (2.35)

X п X

X Н

X f Л -F

X

у __ _J_____ =______ ( th-^______Л - «clr ֊ (2 36)
21 8v3 \ 2 2 2 / Լ 7

Л-1,3, ' 1 <p' \ z

n^,3.

/1՞ = w(։li V^ ¥ sd՝։ (2.37)

лк, 4=շ [14-,

1 L4L |Հհ - , ?
՝ + ՛- у,, 1 - > 1 v-’։ Հ ֊,.,("։+^)’

ՈՐ

_ V___ Ч________v ____ Ч____ > <

пр п

цр
1 \_R„\ Г __yzdy 

l+v Ур .1 (У3
1
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X arctg -- -------\RP 1
yi՛

1 — V _յ ... v- (arctg v0 i- arctgVj)

Из (1.20), (1.28). (2.9), (2.29) и (2.35)֊(2.38) получим 

շ
Hm v)= - +/5(>).

yP-x
где

(2.3

(2.3

1 1 1 — v
Ч-----------~---------------- -- ------ 1 — Q— (arctg VO + arctgvJ •

1 + ^2

*0 = 1 im v0 = I V' (3~v)2H 4*՜4֊ (3 — v) |, 
yp-oo

(2.4<

(2.4:
ն= Hm v։=֊L(/(3-^ + 4v-(3֊v)|.

Расчеты показывают, что

Л (0) = 0,0680. /а (0.5) = 0,1] 69.

Для производной функции /։(v) имеем

(2.45

4 ւ
« ‘ (3^

՛ (14-4/(3-v)g-f-4v « I
arc*s 1-v T 5_2v4_# — 2]

(2.4Э
Имеем

(1 4- у) | (3 —>)2-j 4> (0 < V < 0.5).

(2.44
Значит 

arctg 1 . (1 >)/(3
5 — 2 * 4- 'г

\ . Z(3-v)’ 4-4v ,
> arctg ——г   —4

5 - 2* փ у2
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(И <«i
Обозначим

(2.ад

Тогда

/(3- •<)’+4-/ (!+■')! '■(Յ^Հ^+՜Ն՜

Ювательно,

(3 -v)/(3 —v)2 x. 4v 
2(1 - >Г+7у4֊>3

tez * 1 ՚ ' - 5 - 2. 4- >
1 (l+v)(9-2v+^)

(1 — ՛<) (5 — 2» -г v=)

(2.47)

(2-48)

На основании (2.43), (2.45) и (2.48) получаем

ք'2 (у) > 0 при О < у < 0.5. (2.49)

Из положительности /.‘.(у) следует, что функция /։(у) монотонно 

возрастает, а из (2.42) получаем, что она меняется н пределах от 
0,068 до 0.1169. Поэтому функция /2(у) получает свое максимальное 
значение при > = 0,5. Следовательно,

2
2 I I < —+Л"ах (v) < °-7535* (2.50)

Аналогичным образом для четвертого уравнения системы (1.24) бу­
дем иметь

I гртг ,է ** <» ” I - ”■ ՛“՛1
где

/И, (у,,) 4. /„„(у»)___
;И3^)~Л>(УЛ)

(2.52)D** =

___ >’Լ_ 
y։+(4+Vpf

շ IQ/'Л , 2 л , IQpIA . 2 1Հ> , 4 1+ ՜’~) 1 քՕ + rn)-'-i-+^IQ^arctg֊-
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— Qp -J- — (arctg \ -I- arctg vj) |, (2.53)

I + •' J

I (14 v)8 + 4'Q*+(!+>) I (l-r-v)2 ;

2|QpI ’ ն 21Գ1
(2.54

Из (1.20), (1.28), (2.9). (2.35) (2.37) и (2.51)-(2.54) получим

Hm փ2(Հ,. v) =Um ?։(.VP. 4= 1 4֊Л(').
Ур-՝^

Следовательно,

2 g,*\< ֊ ֊Ь/Г'М < °J535. 
Л-1

(2.55)

(2.56)

Если подставим Хр и Гр из первогон второго уравнений (1.24) 
в третье и четвертое, получим бесконечную систему относительно՛ 
неизвестных Zp и U7P, для суммы абсолютных значений коэффициен­
тов которой в рассматриваемом случае, т. е. при р нечетном, согласно 
(2.21), (2.27). (2.50) и (2.56), будем иметь

31 । 
*-1

(2.370,7535’1,1366=1 - О,

2 1Տ>1 Հ У |Ла-« i + У Ал l) < I ֊Հ -г Л’,ах М 
к~\ ՝л-1,3. л ԼՅ, ' ।

« 0,7535-1,1366 = 1 —О, (2.58
где

0< 0 =0,1436 при ()<v<0,5. (2.59

Аналогичные оценки получим для сумм коэффициентов беско­
нечной системы для ХР и получаемой из (1.24) исключением 
Zp и W>.

Точно такие же оценки получаются при р четном.
Таким образом, па основании (2.57)—(2.59) бесконечная систем 

(1.24) при произвольном отношении / и // и любом возможном за» 
чении коэффициента Пуассона квазивполне регулярна [8]. Как видно 
из (1.27), свободные члены бесконечной системы (1-24) имеют поря 
док коэффициентов Фурье разложений (1.4)—(1.7). Следовательно, 
они ограничены сверху и имеют порядок не ниже, чем р՜1, ес.и 
внешняя нагрузка и первые производные перемещений и (0, у) i 
v (0. у) в данном интервале кусочио-непрервыны.

Квазивполне регулярность бесконечной системы (1.24) вместе| 
ограниченностью свободных членов 1.27) позволяет определить иска 
мые коэффициенты разложения Ф(л, у) (1.9) с любой степенью точ 
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«ости [8]. А при помощи этих оценок определяются верхняя и ниж­

няя границы для напряжений ct, су. 'лу и перемещений и и V.
3. В качестве численного примера рассмотрим изгиб консольной 

балки, когда нагрузка приложена на конце балки л՛ — Z по следую­
щему закону

Ղո(Հ У) = ?У(У~ А). (0<у<Л) (3.1)

■где Գ= const.
Пользуясь разложениями (1.4)—(’..7), имеем

аР = Ь;, = ср = dp = ef, = gp - 0. (/> = 0, 1, 2, • • •) (3.2)

р 9<| Р
/о = -2у՛ (', = 2’ 4' 6’”Ղ <33)

тде 
Л Л

■’ р== - ('vV. y)dy = - i <?у(у -A)rZy = ֊^֊- (3.4)

о о

Для коэффициента Пуассона материала и размеров балки при­
нимаем

.v = 0,3, / = 5//. (3.5)

На основании (1.2). (ԼՅ), (1.9)-(1.14), (1.22), (1.23) и (3.2)-(3.5)
для напряжений 5V, с... т։... и перемещения v будем иметь

-З.(х.у) = л\'
(֊D*
Sh а*//

|(Л» + Г.) 2sh я, (// — у) — afeych а6 (Л — у) 4֊

֊1 а* А
Sh лку 
sh а*Л

Ь (Ид.) ((2 — aAZ/-cth аАЛ) sh яАу —

I 4֊ a^-chs*y] J cos<w+ I v (z» 4- U4)( X

X (ch \х — sh Зйл) sin ?Лу, (З.б)

-йг[(л*+ ճ)
-֊ (А* — У\) \v.kh• cth а*4• sh а*у — аЛу - ch а..у ] cos —

/3 4- v
•V՜) (ch ՜sh .\A՛)sln ?*)’• (3.7)

P * (— 11*4՜1 I I
-■։j. (x. y} = - T + А у l֊~r j(A'‘ + r‘) I ch (A - -՝՛) -
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ր==-

— (Xk — у к) [(1 — a* A - cth а*Л) ch лку-г^иу sh а*у] sin лкх —

/2 \
— I V (7Л. I Ա7Է) ( — t — $кх J (ch \х — $h ?rv) cps ^y, (3.8)1

’ (x. y) - Ц-’ * 2 -t £-1- [(X. + Yt) I ^֊; • ch .. (Л - y) i- 

+ «4y.ShaH//_y) + V/|;֊3’

֊I֊ (А'4֊Г*) a^/z-cth ch aky COS akx -|-

Z/- ֊- W* /3 — v \
(j— ֊ rV ) (ch .3*z -sh Wcos \У +

4 у (-1)*

հ
P x

У^-ЁТ- (3.91՛

Из (3.9) для прогиба правого конца изогнутой оси балки получаем

(3.10)

Пользуясь теорией кяазивполне регулярных систем линейных 
уравнений |8j, получим следующие оценки для неизвестных

0,00087 Հ; < X. <0,00101 ֊- 
Ո՜ /г

— 0,00022 < А\ 0,00001 z~

0,00195 [Լ Հ Хл Հ 0,00243 
II՝ 1г

0,00030Հէ <х4 0,00080 ։։‘
/г 1 А’

0.00251 хк ; 0,00446-^

12,519 < Г. <12,520-^
Л՜ Л“

- 1,3597 < Л < - 1,3:54

0,51805 < У3 С 0,52496 ֊5՛

-0,25137 < Г4< -0,24208

Р Р
0,14540 Г*< 0,21563 ֊֊

ГГ /г

(А > 5) (А 5)

(3.11}
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р Р
0,00129 ~ <(1,00219 Հ

Л- //•

р р
0,28107 Za <0.32181֊з

0,00160 ֊«Z, 0,00280֊,

0.19279 Т 'ՀՀ, «, 0,23670 £

I , 0,00262Z* Հ 0,00263-р, 
Л* /г

{k>

- 0,00214 ~ < Г։ < - 0,00124 •£-

0,07779 Լ < UZt< 0,11775 
էր /Г

Р Р- 0,00270 'з < 1Г։ < - 0,00152 ֊՜՜

-0,03044 £ -< U7, <0,01309 £- 
//* л

-0.06692 ք. < Ան < —0.06180 ֊• 
Л* ri'

5)

Подставив коэффициенты X*, Уц, Zu и Wk из (3.11) в получен­
ные выражения (3 6) (3.10), определим значения напряжений «с, и 

и пяти сечениях вблизи места закрепления х = 0 и прогиб правого 
конца х = I. Эти значения напряжений приведены в таблицах 1—3. 
Максимальные расхождения в значениях напряжений в сечениях

Л h h h
л—’ 1() . — • 9 с изоытком и недостатком, вычисленных при 

сохранении четырех первых членов рядов с помощью оценок (3.11), 
не превосходят 7°/0. Оценки напряжений в самой заделке затрудни­
тельны. Картина изменения напряжений иллюстрирована на графиках 
1

Как видно из эпюры -vy (фиг. 2). касательные напряжения по 
мере приближения к заделке отклоняются от параболического за­
кона распределения по высоте.

Таблица !

Значения угзЛ.(л։. у).

Г1'
" / \/ 
>1

*

0 1/20 1/10 1/5 1/2

0.9 21.88 23.05 23.48 23.52 22.47
0.8 15,77 16,99 17,51 17.72 16,88
0.7 10.74 11.12 11,42 11,71 11.29
0.6 5,654 5,467 5,566 5,766 5,650

,0.5 -0.0038 -0,0017 —0,0012 -0.0019 - 0,0032
0.4 -5.658 -5,462 5.524 -5,754 5,643
0,3 —10.73 —11,09 -11,39 —11,69 -11,26
о.? —15.75 - 16,97 17,46 -17,65 ֊16.85
0.1 -21. S7 —23,04 —23,42 23,45 -22.45
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ծ . ЭПЮРЫ убх<Х.») -

Фиг. 1.

Ч к
է ЭПЮРЫ уГд/Х.У)

Фиг. 2. 

հ ЭПЮРЫ

Фиг. 3.

-
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Таблица 2

Значения — - vy (.v. у)

2. 
л

л՛
К А 0 1/20 1/10 1/5 1/2

0.9 3.950 2.561 1.744 0.9743 0.5602
0.8 0.4855 1.110 1.235 1,104 0.9303
0.7 -1,595 -0,0782 0,6267 1.091 1,224
0.6 -1.136 -0.3687 0,2319 0,9535 1.411
0.5 -0.5885 -0,3224 0.1058 0.8692 1.476
0.4 —1.148 —0,3721 0.2323 0.9556 1,410
0,3 -1,605 -0.079! 0,6294 1.0.87 1.222
0.2 0,4933 1.118 1,229 1.099 0,9315
0.1 3.928 2.546 1.734 0.9679 0,5622

Таблица 3

Знлчсни։
л
/> у (•*. у)

■X

■у., 
л

0 1/20 1/10 1/5 1/2

0.9 6,082 3.402 1.847 0,5705 0,0475
0,8 7.288 4.269 2,529 0,8947 0.0573
0.7 3.548 2,756 1,976 0,8741 0.0442
0.6 0,3315 1,046 0.9474 0.5318 0,0229
0.5 0.0053 0.(025 0.0(45 0.0019 0
0.4 -0.3341 -0.9940 -0,9271 —0,51У(Г -0,0201
•’.3 -3.585 -2.724 —1,910 —0.8490 ֊ 0,0424
0.2 -7.239 -4.191 -2.491 -U.87SO 0.0555
0.1 

•
-6.022 -3.338 -1,765 —0.5619 —0,0159

Отметим, что ряды, определяющие напряжения в заделке, схо-
лятся медленно. Для \ величения точности вычислений следует ре­
шать систему линейных уравнении с большим числом неизвестных.

Значения напряжений, приведенные в таблицах 1—3, вычислены 
по формулам (3.6) —(3,8), ограничиваясь первыми четырьмя членами 
рядов. Расчеты показывают, что остатки рядов для максимальных 

// h // /?
значений напряжений в сечениях х=-^р. . ։у не превосхо­

дят 5% для касательных напряжении тГу и 1% Для нормальных на­

пряжений G.r.
Для прогиба правого конца с избытком и недостатком согласно 

<3.10) и (3.11) получаем
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-1-гг Р
— о1/,65 ՜ր-< т-1

Լ-*
(3.12)

Приведем значение прогиба правого конца, вычисленное по из­
вестной Формуле ([9], стр. 158), т. е.

Сравнивая эти результаты, мы видим, что разность составляет 
всего О,47о-

С целью проверки полученных результатов в лаборатории фото­
упругости Института математики и механики АН АрмССР Варданя­
ном Г. С. были поставлены опыты. Результаты эксперимента подтвер­
дили теоретические расчеты.

Институт математики и механики
АН Армянской СРР Поступила 11 VII 1963

Պ, X. Н'ицфшпиП

ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՃԱՄԱՐ ԱՌԱՋԳԱԿԱՆՈՒ^ՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 
ԱՒ ՒԱՌԸ ԽՆԴՐհ ԼՈՒԾՈՒՄԸ

Ա 1Г Փ II Փ II Ի 1Г

Աշխատության մեջ դիտարկւ[ում Լ առաձգականության տեսության խաոլւ 
հարթ խնդիրր ուղղանկյան համար, երբ ուղղանկյան մի կողմում տրված են 
տհղավւոխումներր, իսկ մյուս երեք կողմերում' (արումներր։

Խնդրի լուծումը քերվում է ուղղանկյան ներսում լարումների կրիի Ф(Х, .V՝ 
ֆունկցիա ւի որոնմանր խաոր եդրային պայմաններով։

Դիտարկվող խնդրում Փ(,է, V) ֆունկցիան ներկայացվոււէ է եռանկյունս։- 
չափական շարքերով, որի ։Էեր լուծ ութ յան դործակիցներր որոշելու համար 
и տարվում Լ ղծային հավասարումների անվերջ սիստեմ։ Ապացուցվում Լ 
ստացված ղծային հավասարումների անվերջ սիստեմի րվաղիլիովին էւեղուէ 
յարությունր և աղատ անդամների սահմանափակությունը։

Այս խնդրի մասնավոր ղեպըր գիտարկւէած Լ | G | աշխատությունում։ Որ֊ 
պես օրինակ դիտարկված / կոնսււրււյին Հեծանի ծռման խնդիրր, երբ ‘>ե- 
ծաbf,X = 0 հաւովածրր ամրակցված է, իսկ մյուս՝ X— I աղաս։ հատվածքում 
կիրառված I; ծոոգ P ումրւ Դիտարկվող խնդրի /ոլծումը հարցված Լ մինլե 
թվային արդյունքների։ Ուսումնասիրված կ նորմսւք և ջոշափոդ լարումնեիի 
բաշխման օրենքը ամրակցված X — () հատվածբի մոտակայքումւ Աաքսիմսդ 
ճկվածքի համար ստացված թվային արդյունքը համեմատված Լ հայտնի բւս- 
՜նաձևից |P| ստացվւսծ արդյունքի հետ։ Կաւ/մված են լարումների բաշխման 
դրաֆիկներր:
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