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МАТЕМАТИКА

В, П. Петренко

Некоторые оценки логарифмической производной 
мероморфной функции

Пусть /(z) — мероморфная функция в z ■-£- со. Будем пользоваться 
следующими обозначениями:
л (г, а) —число корней уравнения f(z) = а, лежащих в круге |z|<r;

п (г) = п (г, 0) -г л (г, °°)»

г

ք
ո (t. а) — п (0. а) .. ... , ,---------- ՝_ ֊ճ-rf/ /;(0։ с։) 1п г

/
о

Д’(г) = Л^(г. 0)4-;V(r, ос),

ՀՈ (Г,
|/(րճ/0) — а\

2s
т (г, эо) = т (г, J) = Լ рп+

Т (г, f)=m (г, =о) -Н Л/(г, со),

х = х(/) = 11т
/У(г)

2(a) =3 (а, /) = 1 — lim <ր՚_ճԼ

Ղր.
ո=֊Հ\ք^)^

յ
0

— 1пГ(Л/) „ In Г(г, /) .
Inn------- ձ—— -= p; lim ------ -—— = X
ք- « In r in r

(напомним, что p называется порядком мероморфной функции /(z), 
ее нижним порядком). Буквой С с индексами будем обозначать по­

ложительные постоянные, не зависящие от г и R (/?> г).
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§ 1. Р. Неванлинна показал [I], что для всех значений г. 
Г<С°°ւ за исключением, быть .может, системы интервалов с 

конечной суммой длин, справедлива оценка

"'С’/)=օ(|հ('՜ր(ր,/))) (/'՜"°օ)- (1л>
Эту оценку Р. Неванлинна использовал для доказательства соотно­
шения дефектов

2 * (а) < 2,
<ч)

справедливого для любой мероморфной функции.
В работе |2| Фукс доказал, что для мероморфных функций ко­

нечного нижнего порядка сходится ряд

2 /ФУ
<«Я)

В доказательстве Фукса весьма существенную роль играла оценка ве­
личины տ(ր, ^растущей, вообще говоря, гораздо быстрее, чем 

т (г, Эта оценка давалась следующей теоремой:

Теорема А. (Фукс {2]). Пусть £(г)— мероморфная функция 
конечного нижнего порядка Положим

. />=шах(2, л).
Справедливо соотношение

Нт |'Г(г, g)]-’ rs(r, ^\< Схр + Сг7.р\1ур. (1.2)

՜ \ g /

В недавней заметке [3] И. В. Островский и И. В. Казакова по- 
(<TZ\

г, — ), дополняющую результат 
£ /

Фукса.
Теорема Б. Пусть g (z) ~ мероморфная функция порядка 

0<р<1. Справедливо соотношение

lini |.V(r)]՜ ՝rS (г, — ) < Са р2cosec яр, (1.3)

7^- \ g /

где С3 = 4,4.
Основным результатом нашей работы является
Теорема 1. Пусть ь и X— соответственно порядок1* и ниж­

ний порядок мсроморфной функции g(z). Тогда

11m [А/(г)] ’rS (г, — \ < С3тп1п (л2, cosec-^f}. (1.4) 
\ g) '<* f

Оценка (1.4) содержит оценку (1.3).

’ р может равняться 4- со.
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Отметим, что если р>л или ? = /. и р —нецелое, то из оценки 
(1.4) и элементарного неравенства

2г
рп ՜ f(.x)dx Հ In*^1 1п2

Kw : -

вытекает следующая оценка для т. ^г, у справедливая для неко­

торой последовательности значений г — г*, (г*) | эо

т(г, = 

\ g / г

Эта оценка дополняет оценку (1.1).
В доказательстве теоремы 1 мы использовали некоторые приемы 

Б. Чельберга ]4|, А. Эдрея я В. Фукса [5|, И. В. Островского |8|.
Доказательство теоремы I мы изложим в § 2. § 3 посвящен при­

ложениям этого результата к оценке 2^ о (а) и 2Ца). В § 4 мы 
(“) (<»)

покажем, что оценка (1.4) в известной мере близка к наилучшей.
§ 2. Для доказательства теоремы I нам необходимо ввести неко­

торые обозначения и установить несколько вспомогательных соотно­
шений.

Рассмотрим, следуя Эдрею и Фуксу [5j, функцию

2г.
Ф(г) = -!֊( —------ , (0<r<-| ос).

2п.) |րժտ-1, Լ ’
о

Элрей и Фукс показали [5], что при Ո < = < 1 для Ф (г) имеет место 
равенство

••
Р֊ = <1>(г)</Г = У(=).

О

где

Условимся через обозначать объединенную последователь­
ность, состоящую из нулей (ад) и полюсов {Ьс) мероморфной функ­
ции g(z). Не нарушая общности, можно считать, что g (0) = I.

Лемма 1. (Ср. лемма 1 [8]). Пусть g(z), g ((.))= 1, — меро- 
морфная функция с нулями խ*] и полюсами }; q > 0 — заданное 
целое число. При любом /? > 0 имеет место соотношение
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<г 1

S(z) |лА.|</? — — 1 \b,\<R — - \ 
b:

(2.2)

1հ
где при > | г Հ.

2
/ Г \ յ2^(շ)ԻՀՇՀ֊^ T(2R) -\.Cs<. (2.3)

Доказательство. Известно [1], что для мероморфной функ­
ции g(z) при |2|<R имеет место представление

In (z) = ֊ fin I к (Re*) I +

o’

vi R2 — b z
/, In - ---------------

Pfl < R R{z- ծ.)
In —

,.~r

R2-a^

«*)

Дифференцируя <? - 1 раз по z, получим

d"*'

lllk

I ak: < R՝4 ՜՜ ahZ

у D'^/J _ v (֊О*?! •
/Ж Kr(z), (2.4)

где

Uk V ‘ /Л

1М</?\ R--btz

2ж

о

— 2^ —tfO 
(Re*—z)‘^-

При |z| = r находим

Кн(2)\'^՝1Гч\(Ь 0) 4֊ 7!29H/?-v-։ n (R, eo) +

4֊ (7-1- 1)!2,+;յ/?՜<ր՜,2 7՝(/?) = 7!27+յ/?՜',-Կ(/?) + (7 • 1) 12«+7Гв ՝T(R)
(2.5)

Для п(R) имеем оценку
R

п (R) 1п2 In- 

о

2R
փո+ ֊Կււ (է) = ,V(2R) < T(2R). (2.6:

о

Из (2.5) и (2.6) следует неравенство 

|K„(z)|«Ce?!/?-’-17-(2R).

Интегрируя обе части равенства (2.4) а раз в пределах от 0 до 
շ, находим
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/JV / г \՛7
֊ Р,-. (֊՝) = 2 ■<Ն ֊ 2 ■֊՝А֊ -• *«' (г).Я(г) l^\<A’ 2~а1< M<A* 2~bl

где
\Кк (Z)\^C\^R^T(2R), (2.7)

а Р^֊։(г)— полином степени не выше q — 1.
Поэтому

/ շ- \ *յ + 1 / շ Y+։

г~֊= 2 ֊— - 2 Հ'~+*%/ (1) + Р.,(г).
Мг) |пА|</?-£.-։ |\|</г ւ

ak bt

Обозначая
2К/г (г) + Р// (г) = ?Կ< ( г)

и используя оценку (2.7), получаем утверждение леммы 1.
Лемма 2- Для мероморфной функции г> (г), удовлетворяю՝ 

шей условиям леммы 1. имеет место неравенство

rs(r.^֊y с;(-0’+'г(2К) | Csr՝, (2.8)

и

где г R>(l.

Доказательство. Из соотношения (2.2) находим

R
= J (֊ )" ф (---) dn (Ո + с. (^֊ у' Г (2Ջ) + С^.

1гч ' ՛ ' '

Лемма доказана.
Теперь приступим к доказательству теоремы 1 для случая, когда 

/<о. Выберем в (2.8) q — |д։]. где х—любое нецелое число, удов­
летворяющее неравенству

а < х < G.
Тогда

•Используется тождество /ф (/) = Ф I—]•
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Обозначим через 1 повторный интеграл в (2.9). Мы имеем

Производя замену г — էտ, находим

Интегрирование по частям второго интеграла справа дает 

к - /. r-itajr «bS հհ
է՜։ dn (է) = +х^~+х։ ГЛ՛' (s) s-x~՝ds,

RT R J
о о

поэтому

R
H-Л2 pv(s)s՜*՜ ' ds 

6

J j՝ s*՜ ‘ Ф (s) ds < 

о

խ(/?)^ MR) 

I Rx T R'

< { X՝ j N (s) s-'-1 ds + + CM + О (1)} J (Л- ֊ </) <

R 
2

< P Г .V (s) s-x-'ds + Cn Հթ- + О (1)} J (X - ?).

Таким образом,

R R
2» 2
j ր-'-՚| rS (r, J dr հ xV(x - ?) j՜ <'-'V(r)rfr փ

Կ r.

.r T(2RV
֊I O(D.

И
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R 
2

dr

R
С12/Г*Г(2/?) + О(1) (շ 10)

Т

r~x֊lN(r)dr

Так как то при
/< 
2

се.

Так как >. < л*. то 
что

найдется последовательность {/?Д|оо, такая.

Следовательно, устремляя в (2.10) /?->оо по этой последовательности 
[Rf) f то, находим

з
\dr

Поэтому

< дЛ/(х —<?).

< л2./(х - <?).

Учитывая неравенство (2.1), мы получаем (1.4).
Для завершения доказательства теоремы I остается рассмотреть 

случай, когда мероморфная функция д» (д) имеет регулярный рост, 
т. е. X - причем р нецелое.

Установим следующее вспомогательное утверждение.
Лемма 3. Если #(z) -мероморфная функция нецелого по­

рядка ն < — сю и р <Հ հ <Հ կ տ, где : Д> 0, то

11m Г'! I ----- Л-—Ц - Inn
, t 1^*1'I

dn (s) 
s’

. I о к a 3 а т e л ь с т н о. Пусть утверждение леммы неверно. 
Тогда

dn (s) 
sT

О <Լ Сп <Հ ос,
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1 №(տ) С„J Տ7՜ " ’

Поэтому при достаточно большом ;У>Л^ будем иметь
С Հ1Լ Г<11 < (2.1 J

J է ' J Տ' £ 
1 J

С другой стороны,

(• ժ/ Րմղ Ь՜) 1 [ Г dn(s) л' քժ//(ձ)|
J J $т ® I J sT յ ' J J 

։ < 1
Так как у £<Cp. TO при iV->oc

jW— 

1
поэтому получаем противоречие с неравенством (2.11). Лемма дока- 
зама.

Рассмотрим теперь мероморфную функцию £ (г) нецелого по­
рядка р. Не уменьшая общности, можно считать, что имеет вид

где Pf)(z)~ полином степени не выше /;=|р|.
Очевидно, при всех г > г0 имеет место неравенство

(а'\ 7/ Г \₽ + ։ / г \г> -•*' ) < Сиг/,4-У(------г) ф( -—֊)•

Выберем '> հ 7<р-|-г, тогда предыдущее неравенство дает

= Г֊ • ֊’ j <Р + С1‘ •

и
Поэтому

^ր-7֊։1րձՀր, յր^ւ֊Հր^ւՀ Г )^(/)մր +

£ ՚ .1֊ 0

(2.12}
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Обозначим через / повторный интеграл в (2.12). Мы находим, 
производя замену ր = էտ

Введем следующие обозначения

Производя интегрирование по частям в последнем интеграле, находим

F (0 = «ДО. т + pv (Տ) Ո - ds. 

t

(2.13)

Кроме того, для / имеем 
.V 

/=- (օՀ ; \dF(t) = - F(O'G (4У +
J \ t / \ • / ,i>
0

.0 0
В силу леммы 3 существует последовательность {хг) f =», что 

t2 F (է) < а՜;՜Л (Xi) при է < Xi (2.15}

и. так как F{t) монотонно убывает, то

при t>xt. (2.16У

Из (2.14). (2.15) и (2.16) находим

-Цх:)

1 Л 
i //■.-₽-։ փ («) du 

!'
= F(x{),\(e).
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Положив в (2.12) x = xtt получим 
гш 
fr֊T֊։(rSfr, g']\dr ^F(x,)A(i) \ Շ^֊Ն (2.17) 
J I \ g /1 
xi

Из (2.15) и леммы 3 находим, что 

llm x]‘F(xt) = փօօ, 
Л/ -ОО 

поэтому при

|Л(х,)Г‘

И
л?-։ии)Г'<хГ’+2'->0. (2.18)

Таким образом, из (2.13). (2.17) и (2.18) следует неравенство

Л'(г)
Устремляя г—> ОО, мы получим

уЛ (г) -> р5 । «Ւ?-1 ф (и) du=fj (/; + 1 — р).

6 
Теорема 1 доказана.

§ 3. При помощи оценки величины S(r, -ъ Y даваемой теоре* 
\ g /

мой А. Фукс [2| получил следующий результат.
Теорема В. Пусть f(z)- мероморфная функция конечного 

нижнего порядка Հ /?==niax (2, /.). Тогда о ля дефектов мероморфной 
функции f{z) имеет, место неравенство

21 5(a) <См| >1пд.
<«)

Используя нашу теорему 1. мы сейчас получим теорему, усиливаю­
щую этот результат при малых а.

Теорема 2. Пусть р и к - соответственно порядок и ниж­
ний порядок мероморфной функции f(z). Если f (z) обладает по 
меньшей мере двумя дефектными значениями, то ее дефекты дол­
жны удовлетворять неравенству
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Տ / 5 (Л) < С։7 min х )՛ | cosec кх | 
(«) Х<х<.>

(С17 = 10.6). (3.1)

Доказательство. Мы будем опираться на следующий ре­
зультат Фукса [2].

Теорема Г. Если / (г) — мероморфная функция конечного 
нижнего порядка- обладает по меньшей мере двумя дефектными 
значениями, то имеет место соотношение

2У«(а)<1/ 2п11п1[7-(г,/)| 7s (г. 4^ • (3.2)

(в) I \ f /

Из неравенства (3.2) находим

2 /Ц7)՜ < т/ 2я lim [Г (Г, f) Г 7S (г, /֊) <

(aj 1 л-- \ J /

<j/^zhm[W(r,/)]՜7Տ (г, . (3.3)

Положив теперь в (1.4) Հ (z) =f'(z) и заметив, что
W(r, /')<2.V(r. /), 

получим неравенство

I հո I ,V (г, /) | ՚ rS (г, £) <

<Hm[W(r./')]-‘rS (г, /')pV(r,/)| ՛<
Г-, \ J /г-֊

<2C3min j cosec ~xj |, (3.4)

где // ֊ нижний порядок мероморфной функции f (z), ф — ее порядок.
Как известно, при г>г0 имеют место следующие неравенства 

16) (стр. 52):

In '/՛(''. /') < In Т(kr, /) 4- CJ8

lnT(r,/)<1п T(kr, /') + Գ..
где A>1. Из этих неравенств следует, что / = ?, // — X. Теорема 
доказана.

Из неравенства (3.1) вытекает следующее утверждение.
Теорема 3. Если мероморфная функция f {z) обладает по 

крайней мере двумя дефектными значениями, то ее дефекты дол­
жны- удовлетворять неравенству

У 2 (а) -Հ с2о min. х.֊ | cosec -х՜; (6^ = 112,4). (3.5)
(а)

Для доказательства достаточно воспользоваться соотношением

24«)<(Տ/տՆ) У-
(Л) \(<о /

з И-гвегтя ЛИ, серия фйз.-мм. н»ук. Л* I
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* ՜՜ - - ՜ ՜  =՜ - —      ՚   - ֊ —՚ — _ —„ =     -  ------------: ՜ ~® (

Из второй основной теоремы Неванлянна следует, что величины 
дефектов мероморфной функции удовлетворяют условию

2Ч«)<2- 
(«)

При X 0,03 правая часть (3.5} строго меньше 2.
Наша теорема 3 является усилением следующей теоремы, не­

давно полученной Эдреем и Фуксом (7):
Теорема Д. Если мероморфная функция конечного порядка 

р, 0 < р < ~- обладает по крайней мере двумя дефектными значе­

ниями. то

У 5 (а) Շ21տ1ո^.
(а) 2

где Շշլ — абсолютная постоянная.
§ 4. Следующий пример дает возможность проверить точное 

оценки (1.4). Пусть о>0—нецелое число.
Рассмотрим каноническое произведение

где /:(«. р) —канонический множитель ВеЙерштрасса рода р. В пло­
скости с разрезом но лучу от 1 до —ос выберем ту ветзь 
1лА(д, р), которая равна 0 при 2=0. Мы имеем

Отсюда

р) , _ ПР г f «Ю I рг + (/>4-1) Л
h(z> p) J

J
Найдем асимптотику последнего выражения в угле

V= {|arg z К֊п — ձ}. 0<3<-.

Учитывая, что в угле И имеет место неравенство

|г 1 -(r+O (z = «*i>0)

и что |w(0 f|<l, мы имеем оценки

*(г, р) J է՛ (֊’ + <)= 
1

f *—֊ =0 (|гГ'). (4.Г
sin։S J r (£փր)
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г, |^ + (р+1)<| 4(р + 1)г'- f dt
J tpt-'(f + zy- sln’5 J Z"+1՝’tf + H

о 0

<4-֊^J^r=0^r'). (4.2)

Из (4.1) и (4.2) следует равенство

I /e(z, fi)= (P£_±_1ZL±ձճ(/է 

Ш₽) J 
о

где

s = р 4- 1 - р, 0 < s < 1. շ£\Հ. 

Замечая, что

(֊в-թ = ։-1 >₽efcosec
о

® “р cosec -02^ Հ 
получаем

г 7։ (г ՛,'?) = ՜' C°SeC ՜՝ ՜՜՝ ՜՜ °(1 2 <г ՜ - <4-3)

. 1.ля величины А՛ (г, 0) — A (г) мы имеем соотношение

I /V(r)֊ &« |n7ri

I 1 J 1 ' \

Поэтому

^(r)=-֊46(lnr). (4.4)

Учитывая (4.3) н (4.4). находим

_lin,pV(r)| 1 ր I՛ d,t>

'■ • 2՜ J h(rel,t p)
0 

s -6

>fnn(A(r)| *֊| հ d6 = (r-5)p« cosec яр |.
V I 11 \rt- » r) -R-j-i

Гак как это последнее соотношение справедливо при любом о>0, то 

2г.

I ^№(r) r'sj IMS’, l! rf’ J ’'P’l^ec^k
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Полученное неравенство показывает, что оценка (1.4) близка q 
точной. Действительно, из (1.4) находим

11m |Л’(г)
։ г (’ /1' (ге!(>, р) 

) k(re‘\ р) 
о

Ժ0 <4,4р։ । cosec *р|.

Выражаю глубокую благодарность II. В. Островскому за ценны։ 
замечания.

Харьковский государственный 
университет

Поступила 1 VII Г

*։,. *и. *nbsrbfii|i»

■ ' г/6 4.4 min ;х21 cosec -х | ].

ՄեՐՈՄՈՐՖ ՖՈՏՆԿՑՒԱՅԽ ԼՈԳԱՐՒԹՄԱԿԱՆ ԱԾԱ.ՆՑՅԱԼՒ 
Qb mb ԳաԱՏևԿԱՆԱՐ

Ա ir փ ո ՛Ի II Ի Մ

Հոդվածի հի/քե ական ուրդ քունքը հետևլալ թեորեմե Է։
Գի/րոկ У (г ;• ր 0 կարգի և'к ասորին կարգի մերոմորֆ ֆունկք/իա է< 

Ա{ն դեպքում

11:п|Лг(г, 0)-|-jV(r, օօ)| 1 
՛է «

Սդս թեորեմը է.֊ի փոքր արմնքների դեպքում ա <!եղաընում !;
և ոաաւ/ված արդքոմեքր։

(1րպեո կիր/ԱՈՈԼ IHih ր чтш/քված են

^դ((?) 112,4 mln x2 | cosec "X ,
<rt) *Հ'ր P

Y ) 8(a) 10,6 mln x\/1 cosec ~.t .
<u. X-;.v p

գնահատականն!/ ըը, որոնք ձիշտ են երկ/ա/իգ // չ պակաս դիֆեկ/ոաքին ա/՛- 
մեքներ ունեցաք, р կարգի ե Ւ. ստորին կարգի ամեն մի մևըոմորֆ ֆտ.ն1ր\ 
գիա/ի համար։ Ա/գ դն/ոհատսւկսւններր փոքր ՝!.֊ների համար տվեքի ճ՞յր^ւ/nrr 
են, քան թ|. ե [7) աշքսա ա ուի/ ւ///.ն“ււերում րերվածները:
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