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МАТЕМАТИКА

К. Г» Саиджиева

Об одной оценке решения уравнения 
второго порядка

Пусть имеем уравнение

ձս -г- а (х. у) ֊-- + b (х. у) 4֊ (х. у) и = О, 
их оу

(1)

где

Ьи (х, у) =.
дх' ду*

а (л. у), Ь(х, у), с(х, у)—аналитические функции переменных 
X. у в области О. вещественный параметр. В качестве облает G 
возьмем единичный круг.

Задача Д. Найти решение уравнения (i) по граничному ус
ловию

к(х, y)!r = /(s)-

Известно, что если коэффициент при и в уравнении (1) отрицателен 
или равен нулю, то задача Дирихле для такого уравнения всегда 
имеет единственное решение.

Рассмотрим случаи положительного коэффициента. При S = 0 
уравнение (!) примет вид

Ди 4- а (х, у) -- 4- b (х\ у) — = 0. (2)
Ох оу

Запишем уравнение (2) в комплексной форме
|- -^+4(^+B(z.i)^ = 0. (Ո

dzaz dz dz
Задача Дирихле для уравнения (2) имеет единственное решение 

для любой непрерывной граничной функции. Для решения уравнения 
(2) справедлив принцип максимума (см. [2|)

|«(z)J<JW тах|и(01« (3)'ег
где Л! — положительная постоянная, зависящая от коэффициентов 
уравнения.
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Возьмем для уравнения (1) общее представление решений (см. 1) 
Z

y) = Re|<7(z0, z0, z. г)Ф(г) z0, z, շ)ժ/և (4)

Հ
где Փ (z) — произвольная голоморфная в G функция, причем Ф(г0) = 
= Ф®,

H(t, z0, z, г) = 46'(Л 2о. г) -В (t, z0)G(i, zc, z, г), 
ժէ

Ф (г) = 2« (г, z0) -м(г0, Г0)О(г0, г* z, z0). (5)

Функция Римана G (г, т, z, z) определяется из уравнения 
г-

G(t, г, г) - ^ճ(5, 5, z)di-

г z z
— \д (շէ>-ղ)Օ(է, Հ, г, T,)rfr։+^j<Z; р(с,т;)6(/, Т, Լ *յ)ժւյ=1. 

т է է
Методом последовательных приближений находим 

. ОО
G(t, 7, г, г)==2^(/,,։2։ 2), 

ь-Ъ
данный ряд всегда сходится обсолютно и равномерно. Обозначим 
через .4*. խ|. G| соответственно суммы модулей коэффициен
тов /1 (?, z), г), c(z, г), (7(Հ 0, г, г).

Тогда имеем (см. (3|) 
ое *

<6) 
Го kl

где
/)=2:тмншв.

Будем искать решение задачи Д. для уравнения (I) в виде ряда 
со 

й(х» >’)= 2 ?*«*(*, у)» (7)
*.-0

где Ид (л, у) — некоторые аналитические от х, у функции, которые 
определим ниже.

Из равенства (5) получим также 
со 

ф(г) = 2^ф4(г). (8)
*-0

Подставим (7) и (8) в равенство (4) и, приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях параметра получим

f
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«о (*. У) = Re ! g0 (0, 0. а, г) Фо (г) — | Фо(Z) Но (г, z0, г, z) dt [ . 

о

«« (х, V) = Re gQ (О, О, г, г)Фл(г) —( Фл(оГ~£о(Л 0, г. г)- 
at

-В(t, O)go(t, 0, г, <4 + 2 Re
1 It—1

gk(0, 0, 2, г)Фя_*(г) —

О, г, г)—В (t, O)g»(t, О, г, г) 
at

dt

(«=Լ
Возьмем для ип (х, у) следующие граничные условия:

«о С*. У) 1г = ք ($)» Աո (х, у) |г = 0.
Таким образом, для определения приближений ик (х, у) нужно решать 
задачу Д. для уравнения (2) при различных граничных условиях.

Теперь покажем сходимость ряда (7).
За граничную функцию возьмем полином

Л! .и
/(տ) = շ^. у,Л1 = л', (** = L*).

• -3f -.-и
Тогда из неравенства (3) имеем

У) <ALV.
Теперь нам нужно оценить граничные значения для любого ик, то 
есть иметь оценку суммы

քո ($) = •[ У. Re gb (О, 0, z, շ) Фя_* (г) —

- (фя-*(0 ֊Ջ՛ԱՀ 0. г, z) В (t, Q)gk(t, 0, . 
и է

о
Для оценки Фя(г) используется равенство (о). Имеем

|Ф0(2)|<Л1Л’(2 + £).
Из неравенства (6) следует также, что

gk(t, 0, х, շ) ՀԼԼ.
Так как (см. [3], стр. 47)

°-G(t, 0, z,
ii

(9)

(Ю)

тогда получим тем более
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|£*(0, О. z,z)|4-
Л-1

О, г. z)l<Dl. (11)
eft

Подставим оценки (9) (10), (11) в неравенство

0. г,г)|+

+ |Я(Л O)ll£*(t о, z, z)| •

Легко видеть, что справедливы оценки

!Л(х. у).'<ЖЛ'(2+ Д)(1+£Н-Я).
! Պ (А У) 1 < АРМ. (2 4- L) (1 + D -И /?).

1 Փւ (-) I < » (I 4֊ D փ в) (2 4֊ L )2,
где В = |]В \t, 0)||.

Аналогично находим для любого и

Un (X. V)< (2 4- /-) (I 4- D 4- В) 11 4֊ /ИА (1 -Է D 4- В) (2 1- А)|«֊։.

Запишем мажорантный ряд для ряда (7) 
со •

AW4 А'А.-И5(2 4- А) (I 4֊ D4֊ Ջ) vI փ лгд (է 4-р 4- Ջ) (2 4֊ Д)]Ы։
Л-1

Отсюда получим, что при условии
И1 4֊ ML (1 4- D + B) (2 4- Л)] <1, (12)

ряд (7) сходится абсолютно и равномерно, и сумма его есть решение 
задачи Д. Имеет место оценка

|Мх, у) CALV+____
1 р |1 4՜ Afi (1-|-D-f* S) (2 4-А)]

.и
Так как при условии (12) для любой / ($) вида V №*'' задача О име- 

ем решение, то, следовательно, она будет иметь решение для любой 
един раз непрерывно дифференцируемой функции.

Отсюда следует:
Теорема. Задача Л. для уравнения (1) при достаточно ма

лом 3 всегда имеет решение и иритом единственное.
Единственность решения задачи Д. следует из того, что для 

любой непрерывно дифференцируемой функции Հ(տ) она разрешима 
(СМ. [11).

В заключение выражаю благодарность академику И. Н. Векуа 
за предложенную тему и ценные советы.
I. гавропо.чьскиЙ педагогический 

институт Поступила 27 XII 1963
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*։. I*. UiuCiyjiUxn

եՐԿՐՈՐԴ ԿԱՐԳԻ ZM.IlUUPm ԼՈՒԾՄԱՆ lb ԳՆԱ1ԱՏԱնԱՆհ ՄՄՍհՆ

Ա Մ Փ II Փ II Ւ Ծ

Հողվածում էլ[էտուրկվու մ է

ձո -ь a (x, V) °"- 4֊ b (х, у) — 4՜ ?<■ (А-, V) It = 0 (1)
' Ժ.Հ ()y

ՀււՀվսւոարումր, որ tn եղ Ա (X, Ь(х, \՚)՜/հ* *■’(•*>• У)'1՛ -՝■՛ У
ների անա/խոի!. ֆունկցիաներն են, у աիրու.քթում I il ի ավո ր р-Ն
քւրսւկան պսէրումհսւր է։

Лс (x, v) 0 ՚1Լ4ո1րււր1ւ դոքւծսէկւ/ի nt при у ու if tj ած !; ,h աև լա f
թեորեման՝

ft' ե ո ր I, մ ա — ‘bpp{։}ս।Ь|« խ1։'||։|1ը ( 1) հ՝։։։ւ[ա։ււււթէքսւ1։ Sxuifuip. pun|uilpuG 
։խւս|։ '֊|. qbiqpiu I', djnui nil!]։ ..[iiulj рн ծում՛:
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