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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

И. И. Круш

рименение принципа Вольтерра для приближенного 
расчета ползучести и прочности материалов, 

задающих свойствами наследственности и старения

Как показано в работе |1|. при обработке серии кривых ползу- 
|еетв. полученных при разном возрасте материала, обладающего свой- 

пнами наследственности и старения, целесообразно использовать ядро 
яппи Н. X. Арутюняна:
■ «(f.-j --Ճ 1(А + с)|1-й Г. (1)

таи .4. С, Հ֊ постоянные параметры, .4—характеристика старения ма
териала.

Поэтому решение задач с учетом старения па основе принципа 
•Вольтерра связано во многих случаях с необходимостью расшифро- 

|!ить функции интегральных операторов с ядрами вида (1).
Расшифровка функции интегральных операторов, у которой в 

(Мигеле находится некоторая функция времени, а в знаменателе 
мм.՛ интегральных операторов, эквивалентна решению интегрального 
явления типа Вольтерра второго рода с ядром к виде суммы ядер 
[ораторов. Если ограничиться приближенным решением, аппрокси- 
фуя ядра вида (1) с помощью экспонент, нужно определить макси- 
иыг.ю ошибку, получающуюся при такой аппроксимации.

Пусть R(t, г)—положительное ядро интегрального уравнения
t

= <?(/)-j/? (Л (2)

'Հ

/։Հ ՛)-аппроксимирующее ядро уравнения
/

■=.(/) ֊? (О ք/ (Л -)=.(-)</-. (3)
V Կ

мне которого может быть найдено
■к мо-и-Фпт
Ькь

■МП» АН. <ер.» физ.-мат. наук, № 4
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Ф*?(/) Փ(Հ “)—резольвента ядра /(/,'). Доба

к обеим частям уравнения (2) интеграл . Решением ж

лучившегося при этом интегрального уравнения будет

где
t

?1 (Г) ¥ (/) - р/г </. -f(t, •:)] в (г) л.

Пусть
/?(Л т) /(Л •) > 0 и 3 (/)< а(Հ) < где 7-

Тогда
?(0 ֊ (А) <©,(/) ?(г)֊»(/)Л(/),

где
է

А (/)= (/..)- f(t, х)]Л.

Подставляя (5) в (4). получим
o1U)-S(/1)F(O = (/) Г^-Дт)

где 
I

F(h hit) - I
G

Полученная двусторонняя оценка (6) точного решения урпп 
ния (2) может быть использована для уточнения приближенного ■ 
тения этого уравнения. Для этого целесообразно взять арнфмс 
ческое среднее предельных значении

Повторение выкладок с отрицательным ядром приводит к 
сколько иному неравенству

=։(/) f =(MF.(O =(С ■

где
t 

Fl(t)=ll(f) ■ յ՜Փ(/, т) Л (■:)*, 

և



Приближенный расчет ползучести и прочности члтсрнало։՛ 67

Неточное решение интегрального уравнения (3) с отрицательным 
икспоненцнальным ядром.

■Для оценки погрешности, иолу чающейся при использовании фор- 
|^улы (7) по сравнению с точным решением, используем полученное 

9 работе |1| точное решение интегрального уравнения (2), в котором 
a.ipo взято в виде (1). Такое ядро положительно при любых долу- 
сг.'мых значениях переменных.
Пусть

\ При этом выполняются все условия, использованные при выводе- 
формулы (?).

На графике (фиг. 1) отражены результаты вычислений для бе
тона. замешанного на нормальном портланд-цементе со следующими

параметрами ядра ползучести 111: А — У.6 дней, С. = 1,8, т — 0,02G֊^--—. день
Как видно из графика, кривые простой рела- 
1Шнн. построенные па основе точного реше
тя (сплошная линия) и при помощи форму
лы (Ն (пунктирная линия) для момента пер
воначального нагружения г, = 9.6 дня. отли- 
чо лен незначительно. Верхняя кривая отра
жает процесс простой релаксации в „старом*’ 

ретоис. Вспомогательная функция /•'(/) иро- 

мрииональна . Поэтому точность форму- 
‘1 

•ш (7) повышается с. ростом /։.
ВД< качестве примера рассмотрим задачу о влиянии по.чзучссти 

материала на величину прогиба прямоугольной ортотропной пластин* 
W, заделанной по краю и изгибаемой равномерно распределенной на- 
ГгруАкой q(t). Глазные направления параллельны направлению сгорон. 
Пркблнженное решение соответствующей идеально упругой задачи 

^Вче:а сил инерции имеется в работе |3|:

U-о (л’, у. է} -

տ

(9)

Գ ՛’ • ?(а*. У. г՝ - 4 cos 2-у ■S—— 
а

W п _
12 (1- 7?2) ՚ - 12(1 = £>л+ ~ -

•I- Sp: ն- й—мгновенные модули Юнга и коэффициенты Пуассона 
«'главных наира нас։::! в, 67—модуль сдвига.
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Согласно принципу Вольтерра, заменим £\. и О операторами:

Я։ = ^(1 -/Հ), Ճ = ճ>(1 //_•), 6֊(Ц\֊Н;,), (10) 

где

Ա(/,.)= - + ! е м'՜ Կ ւ.^ |։ 9 3).
д՜ - / II

(11)

Коэффициенты Пуассона считаем постоянными. Для подтверждения 
того, что ядро релаксации можно брать с достаточной степенью точ
ности в том же виде, что и ядро ползучести, нужно обработать 
серию кривых релаксации, полученных при точном решении уравне
ния (2) с ядром Н. X. Арутюняна. При значениях параметров ядра 

релаксации (11) С'— 0,6, А' 2, 3 дня, £ 0.08—-— кривые про- 
день

стой релаксации незначительно отличаются от аналогичных кривых, 
полученных при точном решении уравнения (2) с ядром (1).

Подставив (10) н (9). получим:

UZ(A у. /) = ԱՂԱ у- О 

1 5%.V/ 
/~1

где

М Л1 ;И

Л1 = /Г։ (1 I 8\.) փ 2О՝8 (1 ղ*շ).
Используя неравенство (8). получим приближенное решение задачи:

U7(x. у, 0 ' I «Мх, У. О ■; + W у. (,)М0 • (12)
2 I 1 - Л (0

Здесь

вдЖ է_4 '"/՛<' 'Հ.
~ ձ ո ֆ П ո

Wz։(v. У. - решение задачи без учета старения:

(х, у. է) - IV’O (х, у. /) -р У bi U”o (х. у, հ) е dz. (14)

Лля определения параметров г։ и bt целесообразно воспользоваться 
системой уравнений, полученных М. И. Розовским в работе [2|:
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3 Ьк1 V т , — = 0. (<■=!. 2.3). 
Й Р/ 4- rk

Здесь խ Ajy/C/. Параметры г,, являющиеся корнями кубического 
‘уравнения (15). дотжны быть действительными отрицательными или 

комплексными с отрицательной действительной частью. Это необхо
димо и достаточно, чтобы решение (14) было устойчивым во времени 
при/-*ос. Для исследования устойчивости решения (14) при է —> оо 
удобно использовать метод Гурвица, согласно которому все корни 
уравнения (15) будут действительными отрицательными или комплекс
ными с отрицательной действительной частью, если выполняется си
стема неравенств:

а
(16)

i- I
3

^Уз֊ v ^W*>0, (17>

л з з.
ճ?;'(?.֊ + 2 Տ ».»,?*> о. .(18)

։. /-։ i. i ։ /. /, л-ւ‘★J irj it-j'k
Покажем, что условие (18) является следствием условий (16) н (17).
Отбросив в неравенстве (18) две последние суммы и используя (17). 
получим:

з
У МЙ'-Й)>0. (19)-

/. /. Հ-II . /г**/
В неравенство (19) любой коэффициент при 3, больше любого коэф֊ 
■I'•п’.шента при х/. Поэтому, если выполняется неравенство (16), то 
выполняется и неравенство (19). Это означает, что выполнение усло
вий (16) и (17) является дуста точным для устойчивости решения (14) 
При /֊»Х.

| Из неравенства (8) видно, что прогиб пластинки может быть 
определен достаточно точно, если выполняется условие 1 —
гак как Л, (/) > 0. Если это условие не выполняется, или /rl(/)>U 
остается оценка:

№1(х. у. /)+ Г(х, у, /։)Л(/) < UZ (л֊, у, /).
Ък как функция £,(/) достигает наибольшего значения при /->оог 
переходя к пределу в (13) при t—> х, получим условие, при кото
ром формула (12) даст достаточно точное решение задачи при лю
бом I:
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Устойчивость решения (11) во времени при / *с» не зависит от 
возраста материала л его характеристик старения. Поэтому для при֊ 
ближениого решения некоторых задач с учетом наследственности и 
старения материала целесообразно использовать ядро вида:

'Հ֊֊ (20)

л помощью которого можно обработать серию кривых простой ползу
чести или релаксации так же хорошо, как и с помощью ядра Н. X. 
Арутюняна, гак как интегралы от этих ядер совпадают. Используя в 
качестве аппроксимирующего ядро (20). нельзя определить макси

мальную ошибку, получающуюся при такой 
аппроксимация, по формулам (6) или (8), так- 
как при этом не выполняются условия, ис
пользованные при выводе этих формул. Что
бы приближенно оценить точность решения, 
полученного при решении задачи с помощью 
ядра (20). можно сравнить серию кривых про
стой релаксации, полученных при решении

ФНГ 2 интегрального уравнения (2) с таким ядром,
с соответствующей серией кривых релакса

ции, полученных с помощью ядра Н. X. Арутюняна. Как видно из 
графика (фиг. 2). при /։>20 дней кривые простой релаксации, по
лученные для бетона, замешанного на нормальном портланд-цементе.
отличаются незначительно.

Используя в приведенном выше примере в качестве ядер инте
гральных операторов функции вида (20), найдем математически точ
ное решение, совпадающее по форме с решением для старого .мате- 

լ ’
риала (14), но параметры г{ и Ь, будут зависеть от ---• Подставляя в 

неравенства (16) и (17) соответствующие параметры ядра (20), ио- 
-Тучим условие устойчивости этого решения при / —>оо:

2>шах (-յ.
«•де

з ՜ з
У АМ

/••I I 1
’ ն — ;< ’ -2 — 3

У Ml MG) 1 Х’.ЧС՜
/֊] м

Так как при использовании ядра ( 0) отпадают все математиче
ские трудности, связанные с учетом старения, его удобно использо
вать для получения необходимых условий схватывания для старею- 
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то материала. Для этого рассмотрим задачу образования равновес- 
й греищиы двумя противоположно направленными сосредоточен
ии силами /’, приложенными в точках, отстоящих друг от друга
। расстоянии 
И которой

1 условия:

где

2Լ. Как показано в работе |4], .минимальная сила Л-. 
образуется равновесная трещина, может быть найдена

7 < ^оЛ".
.. , / / 2\֊'

Л=/2Л,>’1-1-֊) I 
I' II /

(2 շ) 1հ I • 
(i-Ч/Й I

л-модуль сцепления, Ra минимальный радиус трещины.
Для устойчивости процесса деформации при 7—>оо должно вы- 

1илпяться условие Urn 7’:. (7) >0, ибо в противном случае любые, 
՜

аль угодно малые напряжения приведут к образованию трещины, 
висимостью от времени коэффициента пренебрегаем, так как 
обходимое условие схватывания не должно зависеть от расстояния 
!Жду точками приложения внешних сил. Тогда необходимым уело- 
ем схватывания будет

JiinA‘(/)>0. (21)

обы определить зависимость от времени модуля сцепления К, вое- 
[мьзуемся формулой [5]:

1Հէ=շտւլւ (շշ)
1—*•

Ж .< -плотность поверхностной энергии, которую можно считать 
постоянной.

Заменим упругие константы соответствующими операторами [6]:

£=£|1 /^( 3)], 1 -2>
2v

/.//*(-&) . (23)

՝де

Ьдставвв (23) в (22) и воспользовавшись фундаментальными свой 
Ими интегральных операторов с экспоненциальными ядрами, по 
чнм:

Й0=К2(Л) 1 ■К!—
4(1 +->)

-Х1) ֊ - ( 3-I-х„)|.
4(1 v)

(24)
Jock

1 - 2v ' 1 2v7-j =--------- Z, = ---------- X,
2(1 +•'» ՜ 2(1֊')

Kueiuw (24) будет устойчивым при 7->oc, если 3 0. Исполь- 
это неравенство и условие (21), получим:

7. > шах (О,, б.,).
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г Д'(1 24 г. 4'где 0. =------------------- -------՝ = —— -
1 2(1 <) С(1 2») 1֊С

Очевидно, что при v 0.5. Поэтому необходимым услов! 
схватывания будет:

Подставив значения А' и С' для бетона, замешанного на нормаль:
портланд-цементе, найдем: ^>5,7 дня.

Вопрос о нагружении конкретных конструкций связан с необ,
дикостью получения в 
вання. которые можно

каждом случае достаточных условий схвати-
интерпретировать. как условия устойщн

системы при >ос.
Пользуюсь случаем поблагодарить проф. М. II. Розовском 

предложенную тему и обсуждение работы.
Днепропетровский горный нветигуг Поступила 10X11

Ь. Ի. Qrni.c

Վ-ՈԼՏեՐՐԻ ՍԿԶԲՈՒՆՔԻ ԿԻՐԱՌՈՒՄԸ ԺԱՌԱնԳԱԿԱՆՈհ^ՅԱն ե< 
ԾԷՐԱՑՄԱՆ ձԱՏԿՈՒՌՅՈՒՆՆՒՐՈՎ. 0ԺՏՀ11Մ ՆՅՈՒԹեՐԻ ՍՈՂ.ՔԻ

ՈՒ ԱՄՐՈՒԹՅԱՆ ՄՈՏԱՀՈՐ ՃԱՇՀԱՐԿՄԱՆ ՃԱՄԱՐ

В. 1Г Փ Ո Փ П հ Ս'

Ժառանգականության և ծերացման հատկութ յոէններով օմտված նլութե 
ււողրի հ ամրության հաշվարկի համար առաջարկվում i օգտագործեք Վպուեր 
տիպի ինտեգրալ հավասարումների մոտավոր լուծման մեթոդ՝ հիմնված /յ 
րիգի պպրորվիմացիաչի վրա: Գտնված Լ մոտավոր լուծման երկկողմանի դնէ 
հատական։ Առաջարկվում Լ երկարատև ամրությանր Վոլտերրի սկզբունքի 
նոէթյամր հեէոաղոտելոէ. դեպքում օգտագործել ծերացման գործոնր մոտաւթք 
կերպով հաչվի աոնոդ կորիդ։ օրինակն!.ր դիտարկվում են օրթոսղւ
թիթեղիկի ճկվածրր և կապակցման պալմանր։
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