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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

П О Галфаян

Об одной плоской задаче теории упругости для 
составного прямоугольника с учетом сил трения

Некоторые задачи теории упругости для составного прямоуголь­
ника рассмотрены в работах [I 3|. В настоящей работе рассматри­
вается плоское напряженное состояние прямоугольных слоев конеч­
ной длины, соединенных между собой по сторонам у = 0, —/<х</ 
(фиг. 1). На сторонах у = и у = — /и даны симметрично распреде­
ленные относительно оси у нормаль­
ные и касательные напряжения. 
Ни сторонах же х = + I даны нор­
мальные напряжения и перемеще­
ния по направлению оси у, симме­
тричные относительно этой оси. 
Материалы слоен имеют различные 
модули упругости и одинаковые 
коэффициенты Пуассона. Эта за­
дача без учета сил трения между слоями рассмотрена в статье [8]. 
Аналогичная задача для однородного прямоугольника рассмотрена в 
работе [4].

Функции напряжений Эри рассматриваемой задачи представлены 
в виде рядов Фурье по тригонометрическим функциям. Для опреде­
ления коэффициентов разложении получены системы линейных урав­
нений. В качестве примера рассмотрено сжатие составного упругого 
слоя нормальными силами, приложенными на горизонтальных сторо­
нах (фиг. 2 и 3). Решение задачи доведено до числовых результатов.
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Исследовано распределение нормальных и касательных напряжении 
на контакте при различных отношениях модулей упругости материя- 

а ..
лов ’ и • где 2а расстояние между двумя сосредоточенными 

Е2 fi
силами Р, հ — высота одного слоя.

1. Координатная система и размеры слоев, составляющих пря­
моугольник, показаны на фиг. I

Обозначим через Ф<, о‘х, Հ,, т‘։у, Ui. v, и Et (/= 1. 2) функцию 
Эри, напряжения, перемещения и модули упругости в соответству­
ющих областях Di (i =- I, 2).

Функция напряжений Эрн при отсутствии массовых сил удов­
летворяет (5| дифференциальному уравнению

= + = 0 (1.1)
дх* дх*ду* ду*

в каждой из областей /Л (/ = I. 2).
Напряжения через функцию Ф выражаются следующим образом.

ս (1.2)
* dy2 ' дх3 <у дхду

перемещения определяются соотношениями (6]

1 I քժ՚Փ/ . ԺՓ/1 
/f< I J dy dx I

Л у 4- .

1 I Г Օ-Փէ ԺՓ, I
■v, — ( I ;-----dv — •' —-— 4- Ai -V 4- .

Ei I. дх- ду I
(' = 1. 2) (1.3)

Здесь > — коэффициент Пуассона. Л-, fit и Ct постоянные, которые 
определяются из условий симметрии относительно оси у. т. е. 
ut (0, у) — х\у (0, у) = 0. и из условия vt (± /, 0) = 0.

Ня контакте Ф удовлетворяет [7] условиям

Ф։(х. 0) = Ф2(х, 0), ~։ = —I • / <х</. (1.4)
ду у.о оу Ь~о

где

Ժ2Ջ1 
dy2՜

Ժ*Փ, 
ду3

Ժ։Փ։ \
V -------- - ) — ё

(IX- /у-.п

(2+.4)յՋճ
дудх-

(/А / у-П — / Л <

^-4 (2 -Ь -0 -֊֊֊7
ду3 дудх-

(1-5)

նտ =
г.21

Е
Е.

V о У О

Условия (1.4) и (1.5) выражают непрерывность напряжений cv. 
֊,гу и перемещений и, *и.

Принимая, что внешнюю нагрузку и перемещение *v(±Z. у) 
можно представить сходящимися тригонометрическими рядами, рас­
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смотрим плоское напряженное состояние составного прямоугольника 
при следующих краевых условиях |2|:

4° (*- Հ) - — Հ ֊ У «i։) cos
<?•*“ У-A.

(1.6)
.ох/ / ч Ժ՜Փ"Ч-Чх. -/?3) -•

дх1
= у, cos а*х, 

1у--л, л_.

г(1) Z v л х _ ^Ф» _ а») v
rv ՜ ’ 1

т<2>(х -^2
vyl ’ J дхду

(В/ t \Հ՚’( է 1. у) -

К՜ =?’(±Л у) ֊ ֊'Փտ

”.(±Հ У) = ^-| f-ут rfy 
Fj Ox-

. , . Iff Ժ-Փ. . ^տ(±Հ У) = -зг I-֊ <v
IJ 

где

а* = (2Л- 1) Р*==(2*-

— z. ■‘Jja,

у-», է՜ր.
(I?)

= 2 »,2։Sin։*.v.
*֊֊/»« A-.J

= V ?A.ncos^y.
r-i/ ft_|

։ (’•») 
= V 42)cos тл.у>

^±1 A-l

= 2 4l,sinpftj,

(Լ9) 
v4՜} = 2^s’n7,y.

7^(2^i)f-. (1.10)

На основании симметрии относительно оси у функцию Ф(х, у) 
можно определить только в одной половине прямоугольника (х>0).

Функции Ф։ и Ф. ищем в следующей форме:
•X՛

ф։ (*, у) = У |Д’ }ch аЛу н- Bl։>shd*y 4- w (Ckl)ch aky -f- £>l”sh a*y)]X

X cosa^H- V + /^MshM cosftty, (°՜ A 1 Y(l.ll)
\0<y<V

՜Հ>

Фа (*» У) = 2 И» Ch алу 4- Bj2,sh а*у ф а* у (Cj^ch а*у -- /Հ՜* տհ алу)] X 
*-յ

аз
X cos а*х 4֊ v [£*2)ch т4л + Г՝Л՝74х sh ;ftx] cos ^y, 

a -1

0<л</\
— //2 ՀՀ у Հ- О/

(1.12)
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Подставляя (1.11) и (1.12) в условия (1.8) и (1.9) и решая полу­
ченные уравнения относительно Ek' и /'1.°. получаем

ВР = (' + “ W‘>WW+ I՛
РйСП \ 2 /2 |

!֊շ ’՚7.Ոհ7։/)4”+ շն;/1հ-.7Հ։)|- (1.13)

է<1)_ (1 + v)4'։+£, Mi" ր«> (‘ + v)c* + £ib«ti?։
‘ 2MhM ՜ 2^ch7./

Подставляя (1.11) и (1.12) в условия (1.4) и (1.5), на основании 
(1.13) находим

Л1'’-ЛР = 4.
X" ֊ «.Л21+֊ - <^'։ - ^‘1 -

1 փ V

Й” փ cP = 8^ 4- с12>, (1.14)

в1' [4! cl"=կ, (в1а> - 1֊ճ cP).1 4 v \ I 4՜ ■’ ՚

Подставляя (1.11) и (1.12) в условия (1.(5) и (1.7), на основании 
(1.13) получаем

.Հ0 ch а*//։ 4 fiV'sha//?, • а*//, (C*։,cbat//։ 4 D‘։nsh «*//,) =----- ֊2-
ai

„ , al?)
.41՜) ch a«.7/։ — /Л*? sh — х*//2 (CV՛1 ch atA? — sh a*//..) — — . (116)

at

(4"+D?>) sh<M։ +

1/1)_ . (1>
4 (Z?l։> 4 C4U) ch a*//, I֊ a* //։ (C1‘ ՝ sh at//։ * 1)Հ։ ch at4։) == —*■—Հ .



О плоской задаче для составного прямоугольника 21

(X^ + O^sha.A..-

Л(2) I с<2)
(В*2> + Ср) ch а*Л. - a*At (С? sh а* Л2 - D? ch акА2) = - -*֊±А_, 

«л
где

=(֊ 1 ,е* շ | (’֊ ֊I )հ"+|.
(1.17)

ձ֊(շյ 2Ճ у _ Հ. Л _1е\ /■- 7 1.

При этом использованы разложения

..հՏ .. 2ИУ ~ ( — 1 )* 1 1 Sin а^хsh М - 7 Հ

гсьм=4^/sh^ s-~1dsT՜՜ -+
1 k.. 1 k ՜՜

4 i ’ / C i)*՜՛ ։°£sJn a*-vИ 4-, Ch М2 (հ + ^

ehMr -~ch?„l (0<x<Z) (1.18)
1 k֊ i * 1 Դ

ОС / < X t+1. .. Ո I О / VI (~ 1) «*COS.«*Xxsh!i,,x=- 2shM V՝ Հյ + ք։—------

4?,, ch M ?, ( 1)‘ ' a» cos з։х 
! Г, «I

•а также аналогичные разложения для функций sh ?рх, ch ;рх, xsh^x 
я xch7px на интервале (0, /).

Таким образом, коэффициенты Ճ*Հ /Հ? (/--1. 2. А=1, 2,•••) 
определяются при помощи контурных условий соотношениями (1.13) 
непосредственно. Для остальных коэффициентов имеем систему урав­
нений (1.14) и (1.16).

Выражения коэффициентов Д>\ В\:'. С(к" и 1Ук> (f=1.2) полу­
чаются громоздкими.

Сходимость рядов, представляющих функции Фх и Ф, и их про­
изводные до второго порядка внутри и на контурах областей и D2, 
легко можно доказать способом, примененным в работе (8|.

2. В качестве примера рассмотрим напряженное состояние двух­
слойного прямоугольника, находящегося под действием симметрично 
распределенной относительно оси у нормальной внешней нагрузки, 
приложенной только на сторонах у = է h, при условии ©(+ Z. у) =0. 
т. е.
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Й‘1-Л'’=:4', = 0 В =1.2). (2.1)

Для размеров прямоугольников и коэффициента Пуассона принимаем 

//ւ = //շ = Հ / = |0Л. V-0.3. (2.2)

Принимая во внимание (2.1) и (2.2), из (1.13) (1.17) находим

Д<»„

вг^а-ч^’ + н -чй'՛ 
=)../??+ч с?.

oi" - Л։. - X, _^LW x/th«։A -
\ ch’a»4/ " ch’a։A 1

1 4֊ ®i/z th at//
1 հ ch a*//

d" = Ah«*4 + ֊^— -aC'^4 (2.3)

\ ch?a*/// clrajA % cha*4

* ՜ ajjcha*// rn'.^n'^ /гГ/'л".1,

։2, i (Հ՝>ՀՉ)-^Հ“)Հ2)
" * ՜հ ch M ՜ m" > л«> - ոհ> n“ >

Й“-Й?; /ՀԿ /-Г-о.
где

-֊(։ + ՝)(՛ м). <- = ֊ И+ ' + (> •՝)s..l-

= (| -|֊Х^дЛ th a*//) th а4Л 4- (I 4 aA/z th а*Л) ](1 a,) th a*4 a։«*A|,

£<2) = |(1 X2) th ։tA 4- Z3aftAJ th аЛ/? 4- (1 Ч-з*// th a*7/) (I — /Յւ*//էհ a*//),

~ 1 + U ~ Կ) th2a*/r
1 -t- A^a.// th а*Л I zith |( 1 * ։) th ւԷ4 - 

ch2 **//

(1-Л. + Х.) 3,4-HI Л։
///(*> ֊ (2 — Л,) th а*Л-----------  ------ ---

ch-

n<•> :-։2 (а*й -г th a*//) 4- (1 4- f^b/i th atA) ( th iji 4 \
ch2 a*// ■

3֊//'
+ 1(1 *։)tha*A —-——. (2.4)

Cn а^л '

л*2’ e։:a*/z th алй 4֊ |( I /.,) th а*й 4- f-^էհ) ( th а*Л — ^r) ՛■
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+ (1 th a*h)
Վհր 

ch* a*//

При помощи (1.2), (1.3), (1.11), (1.12) и (2.3) можно определить 
напряженное н деформированное состояние составного прямоуголь­
ника при любом отношении г։2 модулей упругости и при произволь­
ном распределении внешней нормальной нагрузки, приложенной на 

гторонах v = ± Л.
Отметим, что при 1, т. е. >-, = <) и Х2 = 1, из (2.3) полу­

чаем

в1»1’ в1;', с1‘>=с^,
и нообше, как и следовало ожидать, Ф։ (х. у) = Ф5 (х, у).

Вычисления проведены с десятью членами рядов (1.11) и (1.12) 
для двух случаев распределения внешней нагрузки: а) на сторонах 
У - ± h симметрично относительно осей х и у приложены четыре 
сосредоточенные нормальные силы (фиг. 2) в՜ б) на одной стороне 
(у = Л) приложены две сосредоточенные силы, а на другой стороне 
(у = А) приложена равномерно распределенная нагрузка (фиг. 3).

В таблицах 1 н 2 приведены значения нормального напряжения 
Ъ в начале координат в зависимости от отношения расстояния а 
между точками приложения сосредоточенных сил к ширине полос և 
н от отношения տյշ модулей упругости материалов этих полос. Таб­
лица I относится к случаю а. а таблица 2 — к случаю б. На фи- 
гурах 4 9 графически изображены распределения нормальных и 
касательных напряжений на контакте у 0 для двух отношений мо­

дулей упругости материалов и двух отношений •
ft

Таблица !

X ։ij 

'Л\ 1 0,5 0.2 °-'
- ՜

1) 1.5469 0.94841 1,5-169 1.5046 1.4644 1.3962
0,5 1.1185 0,73471 1,1185 1.0954 1.0749 1,0299
1 0.29761 0.30523 0.29758 0.30886 0.31633 0.32311
1.25 0.00024 0,13097 -0,00023 0.02121 0.03747 0,06191
1.5 0,14560 0,02392 -0.14560 -0,12205 ֊0.10323 -0,07171
1.75 -0.15127 0.01643 0.15128 -0,13249 -0.11655 ֊0.08750շ -0.07437 0.01129 0.07437 —0,06383 -0.05372 -0.03276
3 0,00957 0.00424 0.00958 0.00883 0,00962 0.01511
5 0.00583 0.00285 0.00583 0.00532 0,00509 0.00527мX 0,00240 0,00121 0,00239 0,00222 0.00219 0,00210
•9 0.00053 0,00022 0.00052 0,00046 0,00045 0.00043
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Значения А. зу(0, 0)
Таблица 2

Случай б

tf/Л
2 1 0.5 0.2 0.1 0

0 0,70333 0.51267 0.94253 1.0827 1,1792 1.3958
0.5 0,53327 0,40555 0.68413 0.78023 0.85237 1.0295
1 0.2040Я 0.19101 0.19242 0,20477 0.22831 0,32269
1.25 0.08148 0.10391 0.01720 0.00023 0.00410 0.06156
1.5 0,01777 0.05054 •֊ 0.06446 0,0956՝ 0,10266 -0,07203
1.75 0.00877 0.(0011 -0.06114 - 0.09152 0,10232 0,08788
2 0.03302 0,03254 0,00847 - 0.02956 0,03912 -0.03313
3 0.05812 0.М039 0.056-14 0,01117 0,03230 0,01480
5 0,05612 0.03969 0.04863 0.04134 0,03344 0,00519
7 0,05461 0.03865 0,04670 0,03931 0,03319 0,00224
9 0.05361 0,03791 0.04582 0,03850 0,03102 0.00089

Фиг. 4.

Данные вычисления, приведенные в таблице I и ни фиг 4. по­
казывают. что в случае а на контакте двух прямоугольников всегда 
возникает отрицательное давление, если, конечно. / значительно боль­
ше Л Следовательно. как при свободном упиранни прямоугольники!
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’Риг. 'I.



26 П О Галфаян

без трения |8|, так и при наличии трения между слоями контакт н( 
может быть осуществлен ио всей длине отрезка у = О, 
каким бы то ни было отношение տ։. модулей упругости полос. Пося 
нагружения на некоторых участках линии у = О прямоугольники отхо 
дят друг от друга.

В работе |8| получено, что при свободном упнраиии прямо­
угольников без трения распределение нормальных напряжений на кон­
такте у - 0 для случая а не зависит от :1г. но здесь, когда учиты­
ваются касательные напряжения между слоями, распределение нор­
мальных напряжений ня контакте, у 0 для обоих случаев а и о 
существенно зависит от г։... Вычисления показывают, как и следовало 

ожидать, что тля случая а. если отношение =-п, - — равно л. на к<ш- 

такте у 0 получаются те же самые нормальные и касательные на-
1

пряжения, что и при - Кроме того, при - I на контакте 
п

у 0 касательные напряжения равны ну но.
На основании результатов вычислении, приведенных в таблицах 

I и 2 и на фигурах 4 6. заключаем, что в обоих случаях распреде­
ления внешней нагрузки максимальные нормальные напряжения на 
контакте у = 0 возникают иод сосредоточенными силами для всех 
значений г.։. Причем, как видно из первых строк таблиц 1 и 2. наи­
меньшее значение этих напряжений получается для г։։ = '•

Вычисления, приведенные в таблице 2 и на фиг. 5. показывают, 
что в случае 6. если I. г. е. модуль упругости верхнего слоя 
больше или равен модулю упругое։и нижнего слоя, на линии кон­
такта возникают только сжимающие напряжения ву. Следовательно, 
при жестком упирании прямбугольных слоев и при рассматриваемом 
распределении внешней нагрузки контакт будет обеспечен по всей 
длине 2/. Когда увеличиваем модуль упругости нижнего слоя, рас­
пределение контактных напряжений приближается к распределению, 
которое получается .тля этих напряжений в случае л (табл. 1). При 
больших значениях модуля упругости нижнего слоя. т. с при —оо. 
эти напряжения практически совпадают (см. последние столбцы таб­
лиц I и 2). Как и следовало ожидать, чем больше модуль упругости 
нижнего слоя тем меньше влияет характер распределения внешней 
нагрузки, приложенной к стороне у հ. на распределение контакт­
ных напряжений В случае абсолютно жесткого нижнего слоя этого 
влияния совсем не будет.

Сравнивав полученные результаты с результатами, приведен­
ными в |8]. замечаем, что в случае б благодаря трению между прямо­
угольными слоями

гриваемых точках

максимальные нормальные напряжения в рассма-

контакта v • I убывают, если отношение
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меньше или равно единице. и возрастают, если >1. при одном и 
том же распред едении внешней нагрузки

Как показывают графики на фигурах 4 и 7. в случае а макси­
мальные касательные напряжения значительно меньше соответствен­
ных максимальных нормальных напряжений (приблизительно в 24 раза), 
гак что при симметричном распределении относительно оси х ппеш- 
ней нагрузки силами трения на контакте двух слоев можно прене­
бречь. Это не перво при несимметричном распределении внешних на- 
грузок. Дсйстнйтельно. сопоставляя результаты вычислений, показан­
ных ։ш фигурах 5. G. 8. и 9, замечаем, что в случае б мпкенмальные 
касательные напряжения и максимальные нормальные напряжения ве­
личины одного порядка.

Отметим, что ряды, определяющие нормпланые и касательные 
Напряжения. ня контакте сходятся медленно [8|. Результаты расчетов 
показывают. что разность между значениями <зу(л\ 0). 0). ны-
1ИСЛ0ННЫМИ при сохранении первых десяти или девяти членов рядов, 

не превыш.нч 5 % вышеприведенных значений контактных напри 
женин.
ИПГПНУТ МАТсМЛГИКИ и механики
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Պ. Л. Ղ*աքՓէսյահ

ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՃԱՄԱՐ ԱՕԱՋԳԱԿԱՆՈհ^ՅԱՆ 
ՏեՍՈՒԹՅԱՆ ՃԱՐԹ ԽՆԴՒՐԸ ՇեՐՏեՐՒ ՄՒՋեՎ- ՇՓՄԱՆ 

ՈՒԺեՐՒ 2Ա£<ԱՌՍԱՆ ԴԷՊՔՈՒԱ

Ա Մ Փ П Փ П հ 1Г

/՝'*.///ա/յրլաւ ։ո^ւրսն1ղան լա րված ա լին վիժակի »»։ uni է/նասիրմանր վերա֊ 
րեիվհդ մի րսէնի խնդիրներ դիտարկված են [7--•? ] աշխ tn nt nt իէ լուննե րոէ մէ

Արկս, հոդվածում դիտարկվում Լ աոաձդականու թլան mhunj-թ լան հարի/ 
լարված ա լին էքիճակր վերջավոր երկտրու (■/ լա մ ր երկշերտ ոլդդանկլւսն համարք 
երր ու դդանկլան շերէոերր միմլանց հետ միացված են у — (), / < X <Հ

կոդմերովէ /• ադ ադ ր լա լ ու դդ անկ լան V Aj ե V /J, եգրերր կամավոր
կերպով րեոնավորված են նորմալ ե •ոշավւոդ լա րու Uh ե րով' .։ իմ ե nt րի ա լի V 
աւաւնդրի նկատմամր ոիմեարիկ ձեոէք. իոկ Д / 1ւ>լրևրէսմ կամէէէվ/էր 
կերոր..! ե՚հ նորմա/ /արու Աներր ե շոշաւիոդ աեւյաւիոիintifiiերր' ոի֊

մետրիռքի աո անէ/րի նկատմամր սիմետրիկ ձԼաի Շերտերի նլո» (մերն 
ւ4ոաձդականւււի1 լան տարրեր մոդուլներ. ր,սլւ/ հուասսոնի դո րծ ակի t//է եր­

կու ււի համար Լք միենու քնն էէ Ալս իւնրլիրր, երկու շերտերի միչե շփման 
ամիրի րւոցակէԱլուքյ լան դեպրոէմ, դիտարկված Լ | Л | ւսշիւաաու ի/ յւււնա մ, 
եմա^ւ իւնդիր համ աււեո ո ւ դդանկլան համար դիտարկված Լ |4| աշիււստու 
թրսն մ ել է

հիաարկվող խնդրում Լ’րիի լ ut րու մե ե րի փունկւ/իան ներկա լաւրիււ մ Լ 
արխի ■ "(՛!՛ վերրս ծու խլան դործակիցների որոշման համար ոտտ-
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նամ են.ր ղծալին հսւվտսարու՚մհե րի սի mil եմ; Որպես օրինակ ղիտտրկված I. 

րազաղրլա/ աոածպական շերտերի սեղմման /ենղիրր, երբ սեղմող րեոր 
կիրառված / հորիղսնական եզրերում։ Կենարոնաr/վшЛ րեոով և հավասարա­

չափ բաշխված րեոով բեոնավորման ղեպբերր ',ասէ/ված են մինչև թվայիք։ 
•սրզրււ.ն բների: Ուսումնասիրված է նորմա/ և շողափող լարումների բաշխ­

ման օրևնբր կոնաակտի у 0 ղծ ի վրա, շերսւե րի աո աձզականութլան մո- 

ղոլ/ների տարրեր հարարերութլանների և ‘.արարերութլան տարրեր ար-
fl

մեբնե/վւ համարք U տարված թ վա լին տ րղ լանբնե ր/ւ համեմ ատված են |8յ 
աշխասւութ չան մեջ բերված թվային ա րզրււ.ն բնե րի հետ: Կազմված են 
0ч.(л\ 0) Л Պէ)'0) /արունքների բաշխման ղրաֆիկներր' շերտերի աոած- 

զականու թ լան մսղ ու /ների երկու հարւռբերա թլան և հա րա րե րա. թ լան ևր- 
h

կոէ արմ ե բներ ի համարք
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