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MATEMATИКА

Р. М. Мартиросян

О спектре несамосопряженных возмущений 
бигармонического оператора в трехмерном 

пространстве

В в е д е и и е

рработг изучается спектр несамосопряженного оператора

Гн - ճձ« ՜|- qu

шерпом евклидовом пространстве Е в предположении, что ком- 
юзначнэя функция q{x) экспоненциально убывает на бескоиеч- 
Оенионой результат состоит в том. что собственные значения 
оператора (включая и положительные) составляют конечное

СТНО, причем остальная часть спектра состоит из всех точек по- 
ЬьноП полуоси, не являющихся собственными значениями, я 
ег чисто непрерывную часть спектра оператора Т. Приводимый 

Гмегод доказательства этого утверждения допускает применение 
РГ, Других дифференциальных операторов.
Как показано в заметке автора |1|, оператор ձձ//. рассматривае
ма многообразии финитных неограниченно дифференцируемых 
|infi w(x). определенных во всем трехмерном евклидовом про֊ 
Стве Е, допускает единственное самосопряженное расширение. 
* образом, это расширение должно совпадать с квадратом само- 
(жеиного оператора Лапласа—Дп, рассматриваемого в гильберто- 

яростр:шстйё 7.а(Е) функций, определенных и суммируемых с 
игом по всем трехмерном евклидовом пространстве Е.
Ниже, ради краткости, мы будем обозначать через Д оператор 
Нвдд - - ձս. так что бигармонический оператор будет совпа- 
с Л2. Далее, следуя Денфорлу, условимся говорить, что точки 
ретсч точкой непрерывного спектра некоторого несамосопря- 
ВГО оператора Г. если а0 не. является собственным значением 
оператора и область значений Д/- .,<ք- оператора 7 - всюду 

га я незамкнута.
Заметны, наконец, что спектр бигармонического оператора чисто 
фмяе.ч и совпадает с положительной полуосью.
В .самом теле, этим свойством обладает спектр оператора .1ан՜ 

Если бы некоторое \։>0 оказалось собственным значением .
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а и соответствующе» собственной функцией оператора 4Լ т. е. 
|4 փ | /ч,/•")(.4 —| /.„ £) и - 0, ||к >(.». то, поскольку оператор 

1 Н | Zo/:՜ обратим, было бы (.4 ] /0£) к = о. что невозможно. 
Если бы .‘у О оказалось регулярной точкой оператора 42, то много
образие функций вида (.1 | /:) (4-f-| >0 £') it. и D..։, совпадало
бы со всем пространством. чю также невозможно, поскольку .много
образие функций вида (4 | ? Da незамкнуто. Наконец,
кроме точек положительной полуоси. положительный оператор 4* 
иных точек спектра иметь не .может.

§ ' Замечания о резольвенте бигармоиического оператора и 
применимости аппарата Фредгольма

Ниже, ради краткости, мы будем обозначать через В. резольвенту 
оператора Лапласа .4, а через R. —резольвенту бигармоиического опе
ратора .4-. Найдем прежде Всего интегральное представление резоль
венты R, при неположительных л. Для этого заметим, чго при непо
ложительных /

(Л4 л£) ’ = (/1-1 <.а '(3 • I ' О 
т. е.

/?. — Ву.֊ В ։ х.

Но. согласно тождеству Гильберта.

Итак, резольвента R бигармоиического оператора .4՜ выражается че 
рез резольвенту В. оператора Лапласа формулой

С xpvrori стороны, к работе автора |2| показано, что для всех 
/(лШ,(Е)

Դ i • > 1 .г — у ।
«JW ԱԼ A.֊֊f(y)dy (Im г Т О), (1.2)

где л у| означает расстояние между точками л и у пространства 
I-. а I / выбирается из верхней полуплоскости Условимся н даль- 

։
нейпи-м для неположительных >. обозначать через /' го значение ква
дратного корня, которое лежит в верхней полу плоскости, я через 

I
X4 ту ветвь этой функции, которая лежит и первом квадранте 

1 1 ԼI А 1
Re> 0. Ini/ Z 0. Тогда h ։ежит в верхней пол у плоское! и и яв-
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I
льется квадратным корнем из -Հ . Таким образом, в этих обозна
чениях из (1.1) и (1.2) следует

լ Լ
.» />? .г —vl I. х— у I
I t’ ' — (■'

ie/rv) , .nc/v

* «-//|х у {

где
1 1

Re'/՜’0, Im).' >0.

В ч.чключепие сформулируем и наметим доказательство двух 
простых лемм, которые дадут нам возможность в следующем пара- 
। рифе воспользоваться аппаратом Фредгольма. Чока затея ьст на этих 
лемм почти не отличаются от общеизвестных доказательств и поэтому 
ня деталях мы останавливаться не будем

.Чем мз 1.1. ffyem.be пространстве ձյԽ рассматривается 
уравнение випа

и(х} к |?(.v.y)</(y) «(у) d\\ (1.4)

’/•1
?</с Ф|х. у) i Al *= const, //(.v) /-.(Б).

Пусть, далее. существует такай функция R(x. /;/). что почти 
дл.я всех х Ւ.

1 R 1.Հ. ?; д) \sdf < эе. | R(X, է; >.) \df -Հ՜ ос֊, (1.5)

ճ ւ:
причем

/?{Х./; д)-Ф(х./)</(Г) /. Ռ(ձ. /ք. /)Փ (/Խ/)у(П^. (1.6)

Й
Тогда уравнение (/.■/) в пространстве /.;(1՛) имеет только три- 
виальное решение и 0.

Доказательство. Достаточно обё части (1.4) умножить на 
/?(г. Г,.՛.) и проинтегрировать но է. поменяв в правой части порядок 
интегрирований, а воспользоваться тождеством (1.6). Dec эти опера
ции, как легко видеть, законны в силу (1.5).

Обозначим далее
Л’ (л, у) « Ф (х. у) հ (у). (1.7)

где <l> (X. у) Л! const., </(х) /. (Е), едх) Z.3(E), (1,8)
и положим

К(Хх.у։).- -, /<(х1։ уя)

к /х։. х։..... Л« \ = Л' (х2. у։). • ’ -. К (хг ул) . (1.9)
'у։,у։,..-,уя / ..............................................

К (л\. У,), ■ • •, Л' (хя, yfi)
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it не дем в рассмотрение ряд

O().) = l֊j֊V( 1)'։֊,֊Հ,. (11(Ъ
w-l

гд* числа d„ определены формулами

. I г м м а 1. 2. Пусть в пространстве / .(Л) рассматривается 
уравнение

и(х)- к | /((.v. y)n(y}dy. (1.12)

Л‘
•о։՛ измеримая функция Л (л. у) определяемся формулой (1.7) и 
условиями (/.в). Тогда правая часть (1.10) сходится на всей пло
скости и если /) (с) / 0, то уравнение (!.!2) имеет только три
виальное решение в пространстве

Д о к з »а т ел ьс т во I 1оложим

<МЛ-,П-С - \ \dt, --dt„. (1.13)

/: Ւ
Ո JVXI

Заметив, что

Л( У'- ■■’•'")֊ 7(,)<7(М --¥(6)Ф(3'/" " 
է• j« ’ * ’ • Z * \ Л 11» ’ * ". in /

и IՓ (.V. /): U. получаем
nTi

jA./x. G. ,t„ VI (л + 1) ’ м"*՛ ՛<?(/), </(Л) (1.14)
ւ \ f. • •. tn /I

Цалее, разлагая определитель (1.9) но элементам первого столбца и 
интегрируя. находим

Հ.է (.V, /) = А'(л-, t)d„ — п К (tt,nd„ । (л\ t^dt՝. (1.15)

k ւ: 
л р»э

Заметим, что. как это следует из (1.14).
/լ

d„ ,Г ;VrQ3(M Л)՞՛ (LI6)

Ւ.
ч - I

|rf„(.r./)| (« + Г) : .И” ՚Հ (,</(/) I Л )՞. <i(t\ . (1.17)

' ՝1'
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Первая из этих оценок показывает, что ряд (1.10) действительно схо
дится на всей плоскости. Легко также видеть, что функция

а"
ԹԱ /-;>.)=- К(х, /)-{- շ ( 1Г — dn(x. /1 (1.18)

г-1

удоклетноряе। тождеству

D {х, 1-. /.) Л'(х, 111) (Ճ) 4- /• 11) (х, /։; X) Kitx. i) d(v (1.19)

Е

Для проверки достаточно воспользоваться формулой (1.15) и заме
тить. что почленное интегрирование в правой части (1.19) законно к 
силу оценки (1.17). Совершенно очевидно также, что

( • I) (х, г-. /.) ]-՛ dt < со, | I) (х. է; л) dt ՀԼ pc.

Е Е

Таким образом, если D(a) 4=0. то функция

п . , s !> (х, С •՝)

удовлетворяет условию (1.6) и лемма 1..2 является следствием 
леммы 1.1.

§ 2. О спектре возмущенного бигармонического оператора

Предполагая, что комплекснозначная функция q (х). заданная на 
леем пространстве Е. измерима и ограничена, введём о рассмотрение 
леса мосой ря же н ны й one рат<> р

Ти = ձձ« փ qu, (2.1)

область определения которого совпадает с областью определения би- 
армонического оператора.

Лемма 2.1. Если q (х) -(Е), то отличные от нуля соб
ственные значения (лключая и положительные: оператора ՛!՛, on- 
пепеленного формулой совпадают с теми значениями пара
метра / . при которых уравнение

I I
Ր »' 4՜। l.v—у| е—>. 1л՜—у|

•'/1 |, ֊ - 7 (у) U (y)dy,

е 8-л՛ I х — у | 
где

I լ
4 4

Re л > 0. Im/. > 0.

имеет ■нетривиальные решения и /.2(Е)
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Доказательство. Для доказательства заметим, что если ■ 
является точкой непрерывного спектра самосопряженного оператора 
-4՝ и если уравнение

Д=// /.<//=/
разрешимо, то

п lim/ձ../-/ (Im- 0). (2.3)
- -о

где сходимость в правой частя понимается в сильном смысле.
В самом деле, очевидно, что и удовлетворяет уравнению

и = /<.,-/ i~Rr, (2.4)

при любом вещественном - 0. Представим /?.. Ւ в виде

м. . У , , > • /< .. , . , Հ , : .

где Z’;—разложение единицы оператора .4- и ьчмегим. что

/?. < ,ч: !■: , . > д=.

г - . Г I *
11оэтому

‘I — //| К(/: т,р- Е.՛ .,-)// т 21 ՛- |К՜

и (2.3) следует из (2.4).
Предположив, что /.0 явтяется собственным значением оператора 

7' и записав это условие в виде Ачг — >.ои = — qu, получаем в си
лу (2.3)

и = lim R >-qu.
t-0

если %>0 и
и — R,,qu

й противном случае. Положив дплес в правой части (2.2) >•“■՛•<, i- 
(в случае л0 >0) и заметив, что предельный переход по ՜ в смысле 
обычной сходимости можно совершить под знаком интеграла в сил 
суммируемости функции qu и равномерной ограниченности ядра ре
зольвенты R , приходим к утверждению леммы.

Теорема 2.1 Пусть измеримая и определенная ни леем 
трех черном евклидовом пространстве F. функция q(x] при неко
тором г > () удовлетворяет условию

1<у(л‘)1 Се-'х, С ֊ const. (2.5)

Тогой множество собственных значений (включая и положитель
ные) оператора Т. определенного формулой (2.1). конечно.

.'Լ о к а з а г с л ьст во. Согласно лемме 2.1 достаточно устано- 
1

вить, что при Re / > <Լ 1гп/. О интегральное уравнение (2.2) име
ет лишь тривиальные решения в 7-2(F). за исключением конечное՛՛ 
множества значений Если положить
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է
4

Rc2>0. հո: о 2.6)

A.(x, у) =
, • - ■■ (••■•՝ ■

8-г= х — у | (2.7»

го пало установить конечность множества значений ■֊'. при которых 
՛. р; впенне

м (х) ( А՜, (х. у) •; (у) и (у) dy (2.8)

л

имеет нетривиальный решения в Л2(Ё1. Согласно лемме 1.2. это спо- 
днтся к доказательству конечности множества нулей функции

-֊) ֊ I - \ ।

Л. 1

(2 9)

лежащих в области (2.6). Здесь функции ժո(տ) определены формулами

dn (շ) р ’ • \ . х,) q (X/) dx^dx^• ч/л՛,,. (2.10)

ւ: ՚
п pan

11оложим
L-I.V; Xj\ - Z|.v4. X/J

---------- —----- - -------------------0՝ d-./)
.4 (г, 1х, — х,|) = «И*֊ •«, (2H)

<4-1 .. .
з—- <'

Легко видеть, что

.։е1(Х,(Х/;А7)<7(д7)|| ( 1)՞ 7 (Հէյ) det $ Л (г. х,-.о|Г.

(2.12)

Будем рассматривать функции .4 (л fx, xj) для z. лежащих в об
ласти

Res 2, 1шг -Լ ձ<4՛ GMS)

Поскольку в этом Случш точки /г и —сложат в полуплоскости 
Rez Հօ и для имеем

ք1!'Հ" Jr*

•ГО

Гаким образом.
t‘l:r е •'! ^2;՝!րր"Ղ
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MU. -v.֊< ) |zj t4!.ij+'A, )

С другой стороны.
л',) </(*,).

( -ir 7'-' ՛ ■ ■ S >ltct 41.. Л1 >,֊

В силу (2.14) и неравенства Лдамара получаем отсюда 

ilevjK- (л/. л»<7(х, И

/ у п \’ 2*<:-v,|+••■•- л,|>
е ?U.) • • •</(.’

Положив

</(х)

Е

приходим к опенке

которая показывает, что при ряд и правой части (2.9) равно
мерно сходится в области (2.13). Итак, при г О функция D(l.z) 
голоморфна в этой области. Чтобы доказать, что точка z 0 может 
являться лишь полюсом функции D(l.z), найдем вычеты функции 
մ„ Ա) (. этой целью заметим, что независимо от выбора точек .v, и
Л г имеем

dA Ա, '.х^-х, ) [ i j 1
Ա ՜ 8к (2.19)

Рассмотрим, далее, производилю

■Լ-del .-Нг. |Л-Х, О к 2п֊2.

Рассматриваемая производная равна сумме определителей, каждый из 
которых получается из det .4 {z, xt л՜/))1. если каждую/-ую строку 
продифференцирован. nt. раз. причем /п1 4- т., •• т,. k.
.Легко видеть, что по крайней мере одно т 1. ибо я противном 
случае fc= ш։4- ու. 4--------- тп .. 2//. Поэтому либо только одно т, 1
и тогда пн -֊ О и А-— 2//— 2. либо по крайней мере два значения 
niit н т, не превосходя г е шпицы. Итак, в любом случае либо хотя 
бы одно т, = 0, либо сутестпует не менее двух значений mit и т,.. 
равных единице. В обоих случаях рассматриваемые определители 
равны нулю при 2 — 0 в силу (2.И) или (2.19), соответсгвенно. Итак, 
в окрестности z О имеем
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delfl Д (г. | х, - х/ ) 5 =с (լ,;֊֊ f>, ~-։ det И (г. ■ х/ ' г.о + ‘Г.

откуда
res \d„ (zjlp-o

/— I »w Ր .՝ <>•«-’
== (2w ֊1)! Г ‘rZ(-V1)'"</lAw)d?^ l<let ) -vdx^-’dx..

'■ C/.jg < 2-2°)
n p;r.։

Заметим, далее, что

Х֊л—<let ’л (г- х‘—л՜.՛!> it- -«•

есть сумма п определителей, каждый из которых получен следующим 
образом: одна строка определителя det А(г. |х< — х,' ) продифферен
цирована один раз. остальные строки по два раза и после этого по
ложено г = 0. Заметим также, что (1еИ.4(г. х< - տ,Կ представляется 
в виде некоторой суммы вида

detM(z, лу a\J,= V .4 (г, л-։ х/,!)-.-А(г.;лл-л'/л|). (2/21)

С другой стороны, согласно формуле .'Ivnonnua

(.4 (z. л։ — х,-,|)•••A (z. xt. — х • j)) ':п ’ ՛ -

■- A*Xr.’L- ••՝•*՛ *fe •՝•’ Л" •<’ -'л.'’ <֊■-՛

Из (2.21) и (2.22՝ следует, ч го 

(det||.4U.|x,- Հ՞ " 

zV*‘ (2. лх — л*, ),-••, л, Л-Я ')

_ V J2" ՃԼ1>! д'*' <).•••. A *’>(z. lx,-лт, ) /093)
— • • ՀՀ՜ ....................................................................................

I A{,՝a) (г. I x„ — A-։ i). • • •, A(/։(T> (z. An ֊ X„ \)

Если в (2.23) положить z֊-0, то обратятся в нуль все опреде
лители. кроме, быть может, тех. в которых одно из А՛/ 1. а осталь
ные А՛/ равны 2. В самом деле, все А/ должны быть не меньше едн 
ницы. ибо если некоторое А՛, — 0, то Z-ая строка определителя обра
щается в нуль при z О согласно (2.11). Далее, хотя бы одно /г, = I. 
ибо если бы все Հ были не меньше двух, то было бы 2//— I - 
= А'х -г........4- kn 2п. Но если, например. Հ, 1, то очевидно, что
А’,։ -■• = А’;п —2. В самом деле, если бы некоторое Агх-։ оказалось 

равным единице, то /։-ая и /2-ая строки определителя совпали бы при 
г—1)в силу (2.19) Таким образом. А-., i •—г Л’/ '2fi 2, откуда Л
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հ ։-f. _} ... ֆ հ. շո ] Поскольку последнее неравенство должно

обратиться в равенство, то Ад. = • • = 2.

Теперь ясно, что при z = 0 в правой части (2.23) остается не 
более чем п определителей, в каждом из которых-одно из kt 1. i 
остальные А/ раины 2. Все эти определители снабжены одним и тем 

։։ iL.-z П!
же коэффициентом, равным ,)л ,

Рассмотрим теперь определитель вида

i/V(<>. х։ х։ ). А'(0. -Vj — х.> I Д’ (0. Ax—Xwl)

.4'(0,|х> х,П. Д"(0. л 2 — xJ Д"(°. кг-Хл )

..................
Д"(0. X«֊A-J L /ПО. хл-х,;).-.-./Г(0.'л-л-xj)

Согласно (2.19) все элементы первой строки равны . Далее. и 

(2.11) вытекает, что

А (0. х.-х ) = .

Таким образом, при любом ՚Հ><> имеем

Л'Л'/Г ।
Л"(0. д-i — х ) Հ-֊ հ_. • -4 <°’ АТ֊X/ )'< 47’

Пользуясь неравенством Аднмара, 1олучзем 

”. 2ծ < । л֊, -------ք֊ д:а । )
•՛ /՛

Аналогично оценивается каждый определитель из правой части (2.23). 
в котором одно из Ау равно е шпице. а остальные равны двум.

Поскольку число отличных от нуля определителей такого вида, 
как мы видели, нс превышает п и все они снабжены одним и гем же 

коэффициентом, равным , го нз (2.23։ получаем

(detH (г.|лд-.с )Հ:

(֊-«) 
(2/1 1)>п

հր.

Таким образом, из <2.2<Н следует

մ՜ 1 । л р
res к ■ '/(-՝•) । ■

ч- (П“Ч 1 •
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или, если воспользоваться обозначением (2.17). считан, что удов
летворяет условию (2.13).

Эта опенка показывает, что ряд из вычетов, соответствующий ряду 
(2.9). сходится. Таким образом, функция £)(!,?) определяемая ря
дом (2.9). голоморфна в области (2.13) за исключением. быть может, 
начала координат, в котором она может иметь полюс. С другой сто
роны. из опенки (2.18) следует, что />(!,.՛) стремится к единице ни 
бесконечности. Поэтому в области Rec 0. Im г О может
иметь лишь коночное число нулей, что и доказывает теорему.

Ниже нам понадобятся следующие утверждения, установленные 
в работах автора |1|. |3|.

Теорема А. Пусть самосопряженный оператор .4 определен 
на мио! ообралии Da, плотном в гильбертовом иростран» не II. a .S — 
некоторый ограниченный линейный оператор (несамоелпряжеиный I, 
/А ֊ Л/. Пусть, далее, оператор 57?. 5. где /?,. -резо.п.нсп га опера к»ра 
.4, biiq.uk непрерывен для всех невещественных /. л. Тогда все 
точки непрерывного спектра оператора .4 принадлежат спектрх воз
мущенного оператора 7 -1 ՛ 5'! {Լ)7 1)л). причем точками спектра
оператора 7'. лежащими вне спектра оператора Л. moi ут быть лишь 
собственные значения, нс имеющие предельных точек вне спектра 
оператора 4.

Теорема В. Пусть в неограниченной области /: //-мерного 
евклидов# пространства задана ограниченная измеримая комплексно - 
яичная функция //(к), стремящаяся к нулю ни бесконечности. 
Если резольвента /?х неограниченного оператора .4. заданного на плот- 
։рм многообразии в (Е). имеет вил

/?../ = \ Н (X. у; л)/(у) dy.

где

для любых ограниченных областей б։,6,’сЕ. то все точки непрерыв
ного спектра оператора .4 принадлежат спектру оператора Ти — Au-\-qu 
(Dr — Da), причем точками спектра оператора 7'. лежащими вне 
спектра оператора 4, могут быть лишь собственные значения, не име
ющие предельных точек вне спектра оператора /1.

Теорема С. Пусть/?; резольвента самосопряженного опера
тора .4 (неограниченного) в гильбертовом пространстве /7 и S огра
ниченный линейный оператор (несамосопряженный). Точка /.0 непре
рывного спектра оператора 4 остается точкой непрерывного спектра
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возмущенно; о оператор;! Т — .4 Л'~. если для какой-нибудь после
довательности вещественных чисел ’1։ lim'< = 0, имеет место опенка 

л— •

||1П + /- S' = q< 1.էւ Կ т ՚ *(։

В силу ограниченности ядра резольвенты (1.3) бигармоиического 
оператора из теоремы В непосредственно вытекает следующее пред
ложение.

Георема 2.2. Пусть Ограниченная измеримая комплексно- 
значная функция q (х\ стремится к нулю но бесконечности, /ог.да 
все точки положительной полуоси принадлежат спектру опера
тора Ти = ճճււ qu. причем точками спектра оператора Г. ле
жащими вне положительной полуоси. иогут быть лишь собствен
ные. значения, не имеющие предельных точек вне положительной 
полуоси.

Теорема 2.3. Если ограниченная измеримая функция </(д) 
суммируема. то все собственные, значения оператора '! и — ձճս 4- qu 
(Считая, и положительные) лежат, в ограниченной области и могут 
иметь предельные точки лишь на положительной полуоси. Осталь
ная часть спектра оператора Т чисто непрерывна и состоит и ։ 
всех точек положительной полуоси, не являющихся собственным։: 
значения ми оператора Т.

Доказательство. Для доказательства заметим, что в силу 
(1.3) оператор .Տ7ՀՀՀ упоминаемый я георсме hmoci f; рассматри
ваемом случае вид

I t
It? х - у | —։? । .г у |

.SMS/(a-)= I J'<? (х) — I q[\-\t{y\dy.

’/ Н-л՜ I л- - у I
где 

լ Լ
Re/.1 >0. IrnX՝ > 0.

Отсюда немедленно следует, что при достаточно больших по модулю 
/• выполнено условие теоремы С. С другой стороны, оператор Ճ7ձ5 
является, очевидно, вполне непрерывным. Таким образом, остается 
применить теоремы Л и С и заметить при этом, что если /^>0 яв
ляется собственным значением оператора Iи ձձս 4֊ qu. то оно яв
ляется одновременно собственным значением сопряженного оператор;՛ 
7՚Կւ. = ДДм 4- qu. Поэтому, если /.„ о не является собственным зна
чением оператора Т, то многообразие элементов вила (7՜—ьйЕ\и. 
и D). плотно в /_г(Е). С другой стороны, это многообразие не сов
падает со всем пространством 72(Е). ибо в силу теоремы А точка 
/(, 0 нс может быть регулярной точкой оператора Г и поэтому /.ft 
является точкой чисто непрерывного спектра.
Институт математики и механики

ЛИ Армянской ССР Постумила 22 X 1962
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ևՌԱՋԱՓ ՏԱՐԱԾՈհ^ՅԱՆ ՄԷՋ ԹԽ2ԱՐՄՈՆՒԿ ՕՊեՐԱՏՈՐՒ ՈՋ 
ՒնքաԱւաԼՈՒԾ ԳՐԳՌՈհՄՆեՐՒ ՍՊեԿՏՐհ ՄԱՍՒՆ

IL 1Г <|> II «I» Ո I» 1Г

1Լշ.իւ աասւ [J/ու 'tun.մ tn tint մնասի րվա. if 4 Ւ երւա չափ կվկլիդլան ւոարա-
«) »ր» ի} րսն մեջ

Ttl. ձձԱ ֊ր֊ վ!1 (’)

ոչ ինրնա՚էսւԱ տ րււծ սպե րա inn րի и и/ եկար ր. ալն են[J ագրուիք լա մր է որ կոմ
պլեքս արժեք՛ներ րնդ ունււդ <յ? ( Л’) ֆունկցիան շափեյի 4 ե ստհմ անւււ էի ակ:

!Լպադոէ ցվու if 4 »Л ւււե լա[fit
Բ' ե it ր ե ւ> 1. Դիցուք ումրոդջ /_ եւէաչսէփ Լվկլիդրսն ա ա րա<} ա ի1 լան 

մեջ fitirtll տնված ե չափելի (ք (д) ֆ անկցի ան որևէ դրական 2-ի դեպքու il 
րւււվսւ րա րսէ.մ 4

</(д') Се * -Վ C= const.

պարք ա՛սին:
^‘1'1 դեպքում Հ !) րանաձևով որոշվող / սեփական ւււրժեք- 

լ'երի plutjlhicfj լոմսր Հներսու լալ ե դրականները) վերջսւվոր 4' 7 օպերատորի 
սպեկտրի մնացած մսար դուսւ անընդհատ Լ հ րէոդկադած 4 ււեւիական արժեք 
չհանդիաււդոդ դրական կիпասա՝հյրրի րսրւր կեաերիւր

Т' ե и ր հ >< - . 'Ւիրսւ ր կոԱ պլերս արժե քներ րնդանսդ и ահ մանաէիակ հ 
չաւիեյի ։/ (Д') ֆա.նկդիան անվե րշու ]J im'itni if Atfinrti.if Լ՛ դր՚՚յի: դեպքոււ!
դրա1րս՝/է կիււասանդ,րի րորւր կեաերր պսւսւկանա.ւք են / Ц ձձԱ ոպե-
րաւաւրի սպեկսւրին. րնդ սրա մ դրական կիււ աս անդ րիդ դարս / ոպերաւոորի 
սպեկտրի կետեր կարոդ են -,անդիսանսւу միսւլն ււեւիական արժեքներր, 
ո('"քքք դրական կիււuinni'uդրիդ դարս иտհմւսնալին կետեր չա.նենէ

ե и ր ե il 3. եիքե I/ (X) սահմանափակ շաէիե/ի էիսւնկդիսւ^ւ հանրադա- 
մարեէի 4 • ապա / U ճճէ/ ֊|“ (JH օպերատորի սեփական տրւ!երներր (նե՝ 
րաոլւսք ե դրականներր) դւոնվա մ են ոահմանաւիակ տիրադքյու if ե կարոդ են 
ունենալ աոհէ! անա լին կետեր միա/ն դրական կիսւււուսնդրի վրա: / օպերա- 
աորի սպեկտրի մնաէյած մ ասր դա ա անրնդհատ Լ ե րադկադսւծ Լ դրական 
կիաւատնցքի սեվււսկա՚հ արժեք շհանդիււաւրւդ րոլոր կետերիդ:
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