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Течение вязкой жидкости в открытом пористом русле

§ I. Уравнения движения и граничные условия

|.։Рассмагринае։ся установившееся плоское движение вязкой несжи- 
м.ьмой жидкости по открытому, весьма широкому, прямоугольному 
пористому каналу (фиг. 1).
| Дно канала наклонено пол углом з к горизонту. Жидкость дви­

жется пол действием силы тяжести.

За исходные уравнения принимаются дифференциальные уравне­
ния движения Навье-Стокса для плоского случая (изменением велн- 
Мкы по ширине потока пренебрегаем).

j Уравнения движения вместе с уравнением неразрывности будут

ди .ди , 1 ор
и +«•—- gsn։------------ Հ-дх dz & р ах

/<£и 'ги \

dw eta* 1 дри . — ;с -------—g cos а — -֊- 4- v
дх az ь р dz (1.1)

ди dw

■ ГД «, ®—компоненты скорости по осям Од՜ и Or, а—угол пякло- 
ы Ала.

в Для данной задачи граничные условия на дне канала ставятся и 
ред\'КШ1ем виде: լ
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и ֊ 0 при z=O

W = — kp при z — О,
(1.2)

где коэффициент пропорциональности, показывающий пропускную 
способность дня канала 11|.

Условия на свободной поверхности для вектора скорости и для 
вектора напряжения будут |2]

где z n.(AJ) есть уравнении свободной поверхности. Принимается так 
же, что в начальном сечении канала глубина потока известна, т. е.

•») = при х = О. (1.4)

Таким образом, нахождение законов распределения скорости, 
давления и вида свободной поверхности для данного движения, при 
вышеуказанных условиях, приводится к решению уравнения (1.1).

§ 2. Решение задачи

Задачу решаем методом малого параметра Чтобы ввести малый 
параметр в систему уравнений и в граничные условия, приведем их 
к безразмерному виду при помощи следующих соотношений:

« Си, р рС~р. т| = Нц,

w = с ~ w, ՝< = СИ у, С = VgH, (2.1)

х — Lx, z Нг. оС

Здесь С—характерная скорость,
Н—х а ра кто р и а я гл у б и на, 
L — характерная длина, 
з—малый параметр.

Уравнения (1.1). граничные условия 
примут следующий вид:

(1.2) и (1.3) с учетом (2-1)

ди 
w dz +

дги , . (Ри sin а • / - 4- .ժտ3 дх*

, / dw d-w \ др
° + “ dz֊)=-«*’- дг

(Pw . d-w 
dj? + °’ ժշ= ՚

о

(2.2)
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d U 4- 
дх +

^ = 0- 
dz

(2.2)

и = 0 при z = 0,

‘ՇՍ = kp при z = 0.

dii
«' U

dx
при 2 rh

Н,-’։Ш|-2в'^11+з։(^)։| 0 "рн г т- (2-3)
/ди , „ (fw \ , , . / d-ղ V . . Ou du

I I -у- 4՜ ֊.— ) 1 - - з- I -7- ) ֊ 4з- э - при z - 7j
\ дз дх / \ dx) дх dx 1

I
 G = 1Լ при х = 0.

Для удобства черточку опускаем.
Неизвестные функции ищем в виде степенного ряда (по степеням 

малого параметра а), т. е.

w = «о 4- з«.։ 4- зп-«9Ч------

w w0 4֊ 4- a’ws 4- • • •

Р = Ро 4֊ «р։ + з’/?а 4֊ • • •
(2-4)

Պ = % 4֊ от)։ -г о% 4------

Подставляя значения и, <<у, р и п из (2.4) в систему уравнений 
(2.2) и в граничные условия (2.3) и приравнивая коэффициенты с оди­

наковыми степенями о, получим систему уравнений, которую легко 
«ожно решить.

Так, например, приравнивая в уравнениях (2.2) коэффициенты 
при нулевой степени с. получим следующую систему уравнений:

1 I &ио Ո1. Sina4֊ v —= О 
дг-

2. — cos ։ — ֊րԳ = О

3. ^L + ^ = o. 
дх дг

(2.5)

Из граничных условий (2.3) имеем
1. /z0 = 0 при 2 = 0

2. w0=— крс при з = 0

.. drIQ
3. = и0 при г = (2.6)
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* ■ - լ ---- ~ - ------■’ -= -- — ■ =—  — ■ —- —3

4. Ро=О при Z = Պօ

5. ֊^֊ = О при г %. (2.6)

Интегрируя первое уравнение системы (2.5), получим

1Կ =-----77Г г՜+ /» W г ՜ А(Л)-

Произвольные функции интегрирований /։(х) и /;(х) определя­
ются из граничных условий (1) и (5) системы (2.6).

Подставляя значения J\(x) и /5(л*) в выражение «0. получим

sill Ձ
2; (2v г=). (27)

Из уравнения неразрывности системы (2.5) с учетом граничного 
условия (2) системы (2.6). получим значение поперечной составляю­
щей скорости «?0 в виде

$|Н от d ’.л А 
wo ր-------7, ՚ ~/՜7՜ 2 ~ cos ’• <2'8)

Давление опре.е. ляется и?, второго уравнения системы (2.5) с 
учетом граничного условия (4) системы (2.6):

Рл Ofo—Z)cosx (2.9)

Для определения глубины потока пользуемся гретьнм уравне­
нием системы (2.6)

A’v
'dx Iga * - •

Интегрируя это уравнение н учитывая условие (1.4). получим

2^ctga.A. (2.10)

'Гак как граничные условия (1.3) должны удовлетворяться на 
свободной поверхности, которая вдоль потока изменяется, то ради 
упрощения решения задачи, мы применим метод, предложенный в 
работе |2]. Имея ввиду это обстоятельство и приравнивая коэффи­
циенты при первой степени а в уравнениях (2.2). а также и в гра­
ничных условиях (2.3), получим следующую систему уравнений:

Ои. ди. о;>. &U
"° Ох ՚ и<’ дг ох де-

dPi , d2w0 
dz ' dz3 0,

o:;{ ou-.
дх + дг (2.H)
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(Тг
\dr,° 

dx 4֊« ^■։
° dx

а+т/А+2^"«
11 dz dx

ծսւ.ւր Հ"<ւ
dz ' 1 oz*

L 2^?c J g3^_______ F-^ctga

3(Հ — 2A^ct^y..v) րՀ֊ 2Հ՚.՚ւէ՚Հ х*л

нтегрируя последнее выражение, получим

7u fi (7.ii - 2*v Ctg a • x) ֊' - ЛCtg ։ • x) ։ — 

— ^’(Հ- 2bctga-x) '։ (C։4-D։).

при շ — О, 

при z — 0.

при z = Т]о,

при z Tj0, 

(2.11)

при г ֊ тпд,

«'1 ֊

պ О

4֊ 7„

0

0

Ъ О при л՜ 0.

Решая эту систему с соответствующими граничными условиями, 
для искомых величин получим следующие значения:

sin2 а <Л,0 / ր10 Հ т% \ cos a drIQ
բ՜ dx (.IT2 ~TZ ՜ 2 ) + dx2՜"

Sin а 2 sin’а 
“37՜

^>y4, cosz ժր1օ , 
dx "J‘ > dx (2.12)

Sin’a . i|2 TfJ X
•Л ՜մ№ \ 120 z 24 * ՜' 6 Z J

՚0 .4 3 \/АЛ’_ <-’<>Sa з
7 Լ 120 12 2 2 2 )\dx) 6v dx1 r

_ Sina drtl sin-* a ժ=710 , 4 sin3a /d-% V ,3,i i
2v dx‘ 3va dx-՜'՜ lui՜ 37 \dx) lQ '*

՝cos а &710 COS a /dTt.\- rfr
՜2>՜ ՜մ7՜ -2~ ( dx ) “ 4 k Տ1Ո 3 dx T>0 “ k r'J C0S 3' (2.13)

d 7
[)} — sin a < r,e - z) + r։1 COS a

1' k . CtR J
; Հ -2bci« - л

ն - 4

(2.U)

k2 C(>s a Ctga (Հ - 2k^ ctg ал-)1'* 4-

I* A*v cig a
՚ մ ֊ 2b Cig֊։-л֊

(2.15)
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где Л։, С։ и D։—постоянные коэффициенты, а 

= (Գ 4- DJ 1Լ.
Уравнения для следующих приближений (второе, третье и т. д.) 

решаются аналогичным образом. Переходя к размерным величинам и 
пропуская промежуточные выкладки, для искомых величин получим

и (А, А) (2w _խ _ ֆ’ +

2^ sin2 a <*г,0 g՜ COS я ,2 gcosa _ , gsina _
З*5----- Zk շ7~ ~dxZ--------- *------Ч + —------

gsina մ-ijo / „ 22\ g’sin’a
W('V։2)“ V rfscVO 2/ > dx3 X

v ( V rfc* , \ g’sin-a / d^ у
\ 120 24 ՜1՜ 6 / v3 \ dx ) X

/ ❖’ \ gcosa з
X\ 120 12 ՛ 2 ) 6v dx- 2 ՜

j^sina rfi|։ . . £3sinsa d֊rt0 4g2 sin2 a /rfiJoV ։ „ ,
2v dxz + ՜^ dx* Փ + Зу* +

Я cos a c/4rl0 շ . geos a /d^ \~ . . , dr*4- -j— ֊Հժ-+ _^_( ?ճ° ) .z* 4- pgksin a7£-r(0 -p^cosa

p (X. 2) - Pg cos a (t/0 2) og Sin a (rj0 - 2) 4- pgTfl cos a,

/ շ \
_________ pbvUy etg-a-г 1 i

’•< v) )Հ-Հ“ 2?а7с77Г7 -t- ~===c=====— 4-
1/֊րՀ, 2pbctga-A

'.y^gCosactga-A

ԻՀ; —2pbctga-A

p3gA։3 > cos a cig2։ • A2 
I гЦ~ 2?^Ctga3T

Как видно из полученных результатов, давление p(x,z) отклоня­
ется от гидростатического закона, начиная от первого приближения. 
Свободная поверхность >, (а) по пулевому приближению имеет вид 
параболы. Первое приближение очень мало изменяет параболическое 
очертание свободной поверхности.

§ 3. Пример расчета

Рассмотрим конкретный пример по следующим данным: 

пи = 1 -« V 0.18-10 5֊^—
" сек

и"
k = 10» —

кгеек
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Численный пример решаем, ограничиваясь нулевым приближе­
нием. Для компонентов скорости получим

_"о - 1 _дао
Սա կօ Tl0 ’ и;

з ճե. / ճ ?- 
dx \ 2

г4
где Սա֊ средняя скорость потока в начальном сечении. Давление вы­
числим по формуле

Ро Mfcosa(7to-r). 
вид свободной поверхности но формуле 

ri Հ; — 2pbctga-x.

Ф>н. 2.

X- 20»

И 28 Я ?8 Л

V

V 

а?

о

X- i0-

Z

0.5

0.J

0.1 
և

Фиг. 3.

X - ГО V.

о

4.

0J

0.5

04

0.3

0.2

Х-20м

поверхности вдоль оси Ох показано ни
фиг. 2. Изменение проекций горизонтальной и вертикальной скоростей 
по глубине потока в двух сечениях (х 
на фиг. 3 и 4.

। Ереванский государственный университет

10 м и л 20 .и) приведено

Поступила'7 XII 196?
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Դ«. Լ Ռաթաօահյան I,- I/. Ղ*ահիԼլւահ

ՄԱԾՈՏՑՒԿ ZblRh^h աժՈհՍ՜Ը FU8 ԾԱԿՈՏԿեՆ 1ՈհՆՈ<

Ա Մ Փ II Փ I) հ Ս'

Հոդված nt.tf դիտարկվում Լ անոեդմե[ի մածու դիկ հեդուկի հարթ լտմի֊ 
նար շարժու մր /Mt/ հունով, որի հաաէոկը Лակոտկեն է;; Խնդիրր բերվում Լ 
!>ավ լե~Ս տ որոի հավա ո tn բու tfli/t րքէ / nt .) մ ան ր հա մ ապ tn tn ու ո fit ան ոկդրնակուն և 
ե դբա ifւն էդ ա լմաննհբով •՛

Լէէէծոէ-մր էւբոնվոէ մ է էիորր ւդ արւո մհ աբքւ if հ քժ ոդ tt էք:
ր1'էոնւ1ու.էք Լ արադա քժրոն . ճն-մւոն, քէնչպեո նէոե ոէղւուո մակհրհու )թft 

փոփոխման օրենրր րոա հա^էքէ ևրկ">[tttt.f-iրոն հ րոա կարվածրքւ:
Լաշւ]վէ1է-մ Լ թվա էին օրինակ:
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