
£ԱՅԿԱ’|ԱՆ ՍԱՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ДИИ— - '՜ р ■   է —   - —J — — .րյ■ — Л -Г- ■ ■ I ■ ■ т ■ ■ — ■     -   9 -- ֊■ Hl
1)>4կա-մա|>նմաա, <փաս։թյուն1'։|.ր XVI, № 3, 1963 Физико-математические науки

ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. М. Манукян, В. С. Саркисян

Кручение призматических стержней, составленных 
из различных материалов, с учетом нелинейной 

ползучести

Задача о кручении призматических стержней, составленных из 
различных упругих материалов, спаянных или склеенных по боковым 
поверхностям, исследована II. И. Мусхелишвили |1| и К. С. Чоба- 
миом |2|.

В этой работе рассматривается задача о кручении призматиче- 
flmx стержней, составленных из нескольких отдельных нризматиче- 
ОДХ тел. спаянных по боковым поверхностям, в условиях нелинейной 
Йшучестн и изменения модуля мгновенной деформации материалов. 
В линейной постановке эта задача была изучена в работе И. X. Ару- 
тюнинЙ н К. С. Чобаняна [3]. Решению задачи о кручении многослой
на призматических стержней прямоугольного поперечного сечения 
С учетом линейной ползучести посвящена работа |5].

При решении рассматриваемой задачи будем исходить из нели
нейной теории ползучести с учетом старения материала [4].

В настоящей работе получены основные нелинейные интегро- 
Йи4ференциальные уравнения задачи и необходимые условия, при 
помощи которых однозначно определяется функция напряжений во 
«ей области поперечного сечения стержня. Для решения получен
ие нелинейных интегральных уравнений применяется метод, изло
женный в работе [6]. Пользуясь этим методом, полученные нелиней
ные интегральные уравнения Вольтерра второго рода приводятся к 
системе рекуррентных линейных интегральных уравнений. Затем рас- 
КШггривается решение этих уравнений.

В работе дается обобщение теоремы Бредта о циркуляции каса
тельных напряжений при кручении призматических стержней, состав
ленных из-различных материалов, в условиях нелинейной ползучести 
я изменения модуля мгновенной деформации материала.

В качестве примера решается задача о кручении железобетон
ного стержня с поперечным сечением в виде узкого прямоугольника.

Для иллюстрации полученных результатов приводятся числовые 
примеры.

• lhs-cr,iii АН, серия фю.-мзт. н.-.ук, .՝<■ 3
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§ I. Постановка задачи и основные нелинейные 
интегральные уравнения

Рассмотрим призматический стержень, составленный из различ
ных призматических тел. спаянных или склеенных по боковым по
верхностям, когда модуль сдвига и мера ползучести материалов этих, 
тел различны.

Области поперечного сечения, соответствующие различным ма
териалам стержня, обозначим через Du D2,-՛-, Dn. линию раздела 
смежных областей 1)к и О/ — через Լա, а контур всей области — че

рез Lo (фиг. I).
է Поместим начало ирямоуголь-

й / L« j * ной системы координат х, у, z ц. 
Հ J некоторой точке концевого сечения

D / стержня, направив ось z параллель-
' / ио его образующим.
/ Рассмотрим напряженное со

стояние данного стержня при воз- 
о-------------------------------------- х действии двух закручивающих мо-

Фиг. 1. .ментов /И, приложенных на его
торцах.

Положим, как и при кручении однородных стержней, что ком
поненты напряжений и деформаций, за исключением -է<*Լ Հ*? и 7<*', 

в любой момент времени է равны нулю, т. е.
-1Л. „ — -»♦) „ пД V մ XV4

(А - I. 2....... п) (1.Ո£<» _ c(k}— ₽{*) — _f) ՝ 7.с ։' г Cry
Тогда уравнения равновесия примут вид 
^2.-о, - О, I՛ **

dz ' dz ' дх ' ду
(/.’=1.2........к) (1.2)

и будут тождественно удовлетворены, если, как обычно, положить 
Ժ₽. .

" ду ve дх Ա '

Здесь ?.»,•••, ՜հ։ обозначают функцию ? в областях £)։, D.., 
соответственно.

В рассмотренном случае соотношения, связывающие компоненты 
деформаций с соответствующими компонентами напряжений, в .силу 
(1.1) примут следующий вид |6|:

7;л(о d~ —

I
-з f հ<ն) Fi [=}*՛ ей дС֊к\'^} 

՜ д~.
dz
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-3

-«им = . (Q. 
■ Գ(Ո

d--

дСк (է, т) 
д-.

(* — 1,2......... м). (1.4)

0, (-.)

Здесь է координата времени, т, возраст материала в момент при- 
жжения нагрузки, С\(/, -) мера ползучести материала области

— модуль мгновенной деформации сдвига материала соответ- 
.-гвующей области Dk, [ =/՛>(/) | — некоторая функция, характеризую- 
пая нелинейную зависимость между напряжениями и деформациями 
юлзучести для данного материала соответствующей области /\, нор
мированная условием F*.(l) = l, — интенсивность тензора на
пряжений в области jD* (/«’ = 1.2.........??).

В данном случае выражение тензора напряжений будет иметь вид

Հ*’(0= ПЧ?(ОГ : |>Л-‘(ОР (1.5)

(1-Պ

Условия неразрывности деформаций в силу (1.1) примут вид

ду дх
«֊20(0. (1.7)

с 0(0 —угол закручивания на единицу длины стержня в момент 
1еменн է.

Подставляя выражения т£‘(О и Ту*’(О из (1.4) в уравнение не- 
гарывности (1.7) и учитывая (1.3). получим

*1

- з0‘ < ° Пт F“ и*՝> т4 + т Iл* -?*■!х 
J оу [ а у J

X ֊Ժ£(Հ ՜) d- = -2G (/)0(/) (*- 1.2.......... «). (1.8)
д-.

где ձ — оператор Лапласа но переменным л: и у.
Таким образом, мы получили, что функция напряжений ь, (х,у,() 

в областях !)>■ (А-=1,2.........«) удовлетворяет интегро-дифференциаль
ным уравнениям (1.8). Остается получить выражения контурного ус
ловий и условия на линиях раздела.
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Так как боковая поверхность стержня свободна or внешних воз
действий. то можем написать

/Тдг + тт-у: = о на /,0, (1.9)1

, d у dxгде I — и т =-----------направляющие косинусы нормали ՝> к кои-
մտ ds

ТУРУ /-о-
Подставляя выражения *лг и ту. из (1.3) в (1.9), получим 

ժտ dx , дъ dy .
ax d s dy ds

или (1.10);
на /.0.

где Co—произвольная функция, зависящая только от времени է.
Из условия равновесия бесконечно малого элемента, находяще

гося в окрестности липни раздела Lk< областей £)fe и /Л, имеем
/ТЙ’+ тт',? = Лй 4-т<!? на 1»(. (1.11)]

, dy dx
Здесь / — — и т — — направляющие косинусы нормали к ли-

as ds
нни раздела Lk>. Подставляя значения и из (1.3) а (1.11) и ин
тегрируя. находим

^ = ?/4-СЛ/(0, (1.12)

где Сы— произвольная функция от времени /.
Не нарушая общности, можно принять C9(t; = О, (/)—(). До

казательство этого утверждения дается в работе К. С. Чобаняиа |2|. 
Тогда условия (1.10) н (1.12) примут следующий вид:

Ф = 0 на ձ0 (1.13),

v>k = <st на Լա. (1.14)

Остается получить условие для нормальной производной функций 
напряжений ?(л՜, у, է) на линиях раздела /,*/.

Для получения этих условий напишем выражения составляющих 
деформации сдвига для области Du

°Z (1-15)|

4*)=^-А 
1 у: az ' ду

где иь, — перемещения по осям л*, у. z.
Подставляя выражения и из (1.4) в (1.15), получим

дх Gk(t) J ;ժր 1сЛ(х)|
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t
- 3 i>,Н‘|(■=)! -;V(-) dCi{t- ՜'}- dr. л,‘.

J * Ժ֊ dz
(1.16)

- 3 խ h*> (t)] (t) ՃՋմձճ dx _ Հճ

Умножая уравнения (1-16) на ^л. а (1.17) на ак > складывая 
ds ds

тэты ?. пользуясь (1.3), получим

<№к _ __ 1 I'ZlLLL _1_ С է՜՛)
ds (/*(/) J d՝> u-. [Okft

т) d֊. ^d±-
■ J (h dt dz ds dz ds

(1.17)

резуль-

(1-18)

W x и у являются координатами линии раздела Լա, a v — нормаль

к Lib Затем напишем аналогичное соотношение и для------ Срав-
ds

ниная эти соотношения и принимая во внимание непрерывность пере
мещения и двучленного выражения в правой части (1.18), находим 
условие, которому должны удовлетворять нормальные производные 
функции напряжений (л*. у. О на линиях раздела Lkl

1 М _ ք<4(") ЭГ 1 dz_
GA(Z) Ժ7 ,) O') ժւ|(7ձ(')

,) ժ> о-

1 df, (0 Ր շ г 1 1 Л _
ս՜ւ(<>) дч J о- д- I G/(-)|

֊3 "C։{!' -1 d֊.. (на Luy (1.19)
J O') 0-

J т/
Таким образом, задача о кручении призматического стержня, со- 

Ьвйлсяного из различных материалов, с учетом нелинейной ползу
чее и։ н изменяемости модуля мгновенной деформации материалов,
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Свелась к определению непрерывной в области поперечного сечения 
стержня DQ функции напряжений ?(л*. у, է), удовлетворяющей в со
ответствующих областях ннтегротдифференциа.тьным уравнениям (1.8). 
контурному условию (1.13) и условиям (1.14) и (1.19) на линиях 
раздела I

Выражение крутящего момента будет иметь следующий вид:

<?*<А у. t)dxdy. (1.20)

Здесь рассматривалась задача о кручении сплошных составных стерж
ней. Задача о кручении полых составных стержней получается m 
рассматриваемой задачи как частный случай.

§ 2. Обобщение теоремы Бредта

Пусть Г —замкнутая кривая, целиком лежащая в одной из од- 
посвязных или многосвязных областей /Л поперечного сечения стер- 
жни. Как известно, циркуляцией касательных напряжений по зам
кнутой кривой I՜ называется следующий интеграл 

гдсл* = л-(х) и у = у(.$)֊ параметрические уравнения кривой, as — 
длина дуги.

Подставляя выражения Հ*1 и из (1.3) в (2.1). получим выра
жение циркуляции через нормальную производную

Если умножить (1.16) и (1.17) соответственно на dx и на d\\ 
затем сложить, то после интегрирования по кривой 1՜ получим

I

фdw“ = (0-т Iff dz~<М0 J Ch|Gft(x) 

r
- 3 f 1Հ-.) ^£ճևճ.մ-. -ф (u.dx + vt<ly). (2.3) 

где
/;(0 = d>*iW)l| + ;% = (2.4)

л 1 as as ( J a-/

Применяя к последнему интегралу в выражении (2.4) формулу 
Грнна-Остроградского, находим
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1

Ф rfE,‘ “ fta /,<(ո ՜ ( /հ(’> rl fttJ մ՜ ՜

- 3 f Հ (-) а-С>(Л ՜} d- -— ք ք(- '^֊ ) dxdy. (2.5)
J d' dz J J \ dx dy )

Здесь, в выражении (2.5), двойной интеграл распространен по области 
Զ ограниченной замкнутой кривой Г.

Подставляя выражения 7<*> и 1$ из (I.15) в (1.7), находим

֊ _.^\ = 20(О. (2.6)
dz \ дх ду /

Здесь компоненты перемещений должны быть однозначными функ- 
аиями в каждый момент времени է во всех областях /Л. поэтому 
будем, иметь

Ф</К'4 = 0. (2.7)
Г

когда из (2.5), (2.6) и (2.7) получим
/

/ио-с.м (мп ° -֊ U- 
J о- GH-) I

I
- 3G» («) (՜ Հ(?) “Ct (է՝ ՜-} d-. = - 2G„ (է) Olt)S. (2.8)

J d-

Нелинейное интегральное уравнение (2.8) представляет собой 
обобщение теоремы Бредта о циркуляции касательных напряжений 
при кручении составного призматического стержня с учетом нелн- 
яейнон ползучести и изменяемости .модуля мгновенной деформации 
материала.

Пользуясь условием (1.19), формулу Бредта можно обобщить и 
Вия такой замкнутой линии Г, которая лежит кнутри области по
перечного сечения стержня и пересекает линии раздела Լա. Тогда об
ласть 1). ограниченная линией Г и линиями раздела £*;, разбивается 
на несколько областей, в каждой из которых справедлива обобщен
ная формула Бредта (2.8).

Используя соотношения (2.3) и (2.4), интегральное уравнение 
(2.8) можно написать в следующем виде:
И 1_±_ф&_Г[^лИГ > 1^_

J о\.(г) փ J J <)v J д-. I շ\. (t) |
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3 ք |фл I?}‘> I ֊-* </>] rfT = ֊ շ։(0 տ. (2

Если принять, что (it (Z) - Ci* =■■ const, то (2.9) примет вид:

С

В частном случае, при линейной ползучести это интегральное ypi 
нис совпадает с уравнением, полученным в работе [3].

§ 3. Приведение нелинейного йнтетрального уравнения (1.8) 
к рекуррентным линейным интегральным уравнениям

Переходим к решению основного нелинейного уравнения (]. 
Для этого заранее нужно иметь вид функции I՝\ (ф).

Пусть Fk խ՝/-'4/)| является степенной функцией вида

= «>։, (*-1.2,...») (;

где' <х*։ 8*. т — постоянные параметры, определяемые из опыта.
Экспериментальные исследования показывают, что степенным 

коном вида (3.1) достаточно хорошо описываются кривые ползуче 
при высоких напряжениях для ряда материалов |4| (как, напри* 
бетон, дерево, фенольная пластмасса и др.). Одновременно эти же он։ 
показывают, что для указанных материалов величина является 
лой (8Л < 1).

Малый параметр для первой области О։ обозначим чере 
Пусть В* выражается через 8 следующей формулой

& = М (Л-1,2, ..л?л), ||

где л —постоянное число, определяемое из опыта, причем >Ղ = 1
Подставляя выражение из (3.1) в соотношения (1.8

(1.19) и пользуясь соотношением (1.6). получим

Д?л(О G>(0

Л--20,(0 О (Г), 
о-

। <Ы0
О*(О Л

f ճ I 
J O' д- I о* (')
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ГДс

7%

՝ дъ (т) (/СИЛ т)

’ Կէ (•։) Ժ Г 1

д-

Ժ» д֊ Сц (х)
ЬШИ d֊.-

' <fy(x)
д՝>

ЛМ?,Н1 т) ч-.. (W.2........я) (3.4)

ЛМ<Р*) =
т— է ,

дх I

0i{() (h

представляет собой эллиптический оператор типа Монжа-Ампера, а

Только для упрощения дальнейших выкладок будем полагать» 
тго

G}. (t) — Gk = const.
'Тогда уравнения (3.3) и (3.4) примут следующий вид.

М)-’< д?А(х)/<*(*, »)^-

■Ид[?Л (-V, у. х)|a; (t, t)d֊. = -2Gk4(է). (3.5)

^:k(G
(h

/<dt, ^d-:-
ժ>

Л’И?Л(--)]ЯИ6 ~

-

( <><?/ (0 (՛ (’)
4 *'j ձՉ(Հ^) di-

c-fylt)
J (3.6)
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где
К (t, -) = 3G»-^*^^

<Л Gt

Таким образом, решение рассматриваемой задачи приводится к 
решению нелинейного интсгро-дифференниального уравнения (3.5). 
Точное решение этого уравнения связано с практически непреодоли
мой трудностью.

Ищем решение уравнения (3.5). пользуясь методом решения не
линейного интегрального уравнения Вольтерра второго ролл, разви
тым в работе |6|.

Представим решение уравнения (3.5) по степеням малого па
раметра

?» (х. У, Ո (х. у. О г ?М" (*. У. О + (х. У. /)+•• • (3.7)

Очевидно, что (л. у. О есть функция напряжений при линейной 
ползучести, т. е. когда 3 = 0.

Необходимо отметить, что строгое математическое обоснование 
этого метола решения нелинейного интегрального уравнения дпно в 
работе |б|.

Подставляя значения у, /) из (3.7) в (3.5) и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях 3, получим

ձ֊հ’> (/)֊«, (д-/;՛(-.) дг* (t.-)</•= 20,мп. (3.8)

է է
1 (I) ֊ »» |Ն'',(-) к» (է •) d-. ■= ри» (?թ) К» (է. ֊) մ-, (3.9) 

1 է
ձՀ3’(0-’« |’Аг?А*(/. т [л1»(?«>. Т'։')Л'»е. -)</-. (3.10)

т I. а ~> ժ^։
փ (տ — +дх дх
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Таким образом, решение нелинейного интегро-дифференциал ь- 
ргого уравнения (3.5) сводится к решению системы рекуррентных ли- 
ЕШных интегро-дифференциальных уравнений (3.8), (3.9), (3.10) с 
контурным. условием (1.13) и условиями на линиях раздела Լա (1.14) 
и (3.6).

§ 4. Решение рекуррентных линейных 
интегральных уравнений

Займемся решением полученных интегральных уравнений. Решив 
ингегро-дифференциальнос уравнение (3.8). получим

■Г ձ^(0 =-2Գ (0%.* (0. (4.1)

где R(t. հ, aft) — резольвента линейного интегрального уравнения 
f Воль герра с ядром

/<■»(/.-) = 30, (4.2)

а
t

- О(П + »с (*6 0)/?» (Л (4.3)

• *1

Если принять, что мера ползучести материала определяется за
висимостью |4|

■ Ck(t, ֊)=?4 (-)[1-ГТл('՜՜՜’], (4.4)

’-i<‘ -t(') — некоторая монотонно убывающая функция, характеризую- 
Щня изменение меры ползучести материала в зависимости от его воз
расти հ а —постоянный параметр, то резольвента определяется 
сле.втощёй формулой |4|:

Հտ(՜) Հ —Հս (Х)
■ Հ, = — հ (հ)֊|֊[Հ(հ) + Հ(5)_tk r;k(x)\e (lx,

(4.5)
здесь
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Ъ(-) =7* [ll +30*a։?J։(;)|rfi. (4.6)

Положим, что
?։(֊) = -^г-4֊Со,>. (4.7}

С

где Л.* и Со.*—некоторые параметры, характеризующие интенсив
ность изменения меры 'ползучести материала Ск (/. -) соответственно 
в раннем и старом возрасте материала.

/Хналогичным образом решение уравнений (3.9) и (3.10) можно 
представить в следующем виде:

I
(0 = ■?..» (*. -V. 0 + ** f , (■'■■■ У. -) /?/■■ ■. (4.8)

М” (О = .i2 ։ (Л-. у, 7) + «, | ծ,. ։ (X. у. (է. ։*) d-.. (4.9)

*1 
где 

t
Փւ. * О. .՝•■ О - j'-W„Kt (է, -) d֊., (4.10).

է
ММ. (•«»(??>. Й'ЖЛЛ (4.11)

•Հ

Заметим, что значения oj.։), Հ~Հ ••• будут последовательно 
определяться путем интегрирования дифференциальных уравнений 
(4.1), (4.8) и (-1.9), при этом полученные решения должны удовлет
ворять контурному условию (1.13) и условиям на линиях раздела 
(1.14) и (3.6).

Необходимо отметить, что в выражения га։)՛ ?*’• ’ ‘’ будет 
входить неизвестная величина $(/). Для ее определения нужно под
ставить значения ?}!’>, cj֊)։... в выражения крутящего мо,мента
(1.7) и определить оттуда 0(Z).

§ 5. Кручение железобетонного стержня с узким 
прямоугольным сечением

В качестве приложения вышеизложенных результатов рассмо
трим кручение призматического стержня, составленного из двух слоев 
различной толщины с сечением в виде узкого прямоугольника (а> 
» հՆ (фиг. 2).
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Լ Предположим, что слои стержня изготовлены из различных ма- 
иалбв с модулями сдвигов G. (/) и <??(/). Пусть в области /Հ ма
териал обладает нелинейной ползучестью, а в D., справедлив закон 

Гука.
В этом случае, как известно, в уравнениях (3.3) можно прене

Гбречь производной функции напряжений у, է) по д и заменить 
(12) уравнениями вида

ду-
о:>։(у. -) Г

"г Գ(-) ՚
+ 3xC(Z,֊) Ժ-֊

(5.1)

Оу’(у, Ո

Й т) 
’ ду

<ьз(у. О 
Ժ)'

2G30(zjy֊-^(/), (5.4)

|Дс B։(Z) и В2 (է) — произвольные функции от /.
Решение уравнения (5.1) ищем в виде ряда

Ъ(у. 0 = ri°4v, 0 4 0 4- W>(V. Г)-: (5.5)

Подставляя это выражение в уравнение (5.3) и приравнивая коэ(|) 
Пациенты при одинаковых степенях /, получим

<>?֊ւԽ| (у. О

Պ’

_/^(у

ov
/<(t, -.)d֊.= 267О0у4֊В։(/), (5.6)

ИЧу. О : г<Мн(у. О 
"՝■ J ^у

/<(/,.)гЛ= ՜* 1-֊- К(/. 0^.

„ = ֊ 20.(040.

I Если принять, что

</։ (/) (Հ - const.
G՝2(/) 6\ = const, 

та после интегрирования, 
пня (5.1) и (5.2) примут 

даий вид:

£■<)' Ղ — a ք Ժ?-(У- ■ К (է, d-. - 
dy ,) ду

т
K{t,’.)d-. + (5.3)

.) I ду I
(5.7)
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<M2J(y./i г ^(у.7)

5.V
— а К (Л -)rf-(Խ

— гп
'W’(y-)

<)v

т- ։ (V, 7)_Լճւ_./ք{Հ
dy

(5.8)

Таким образом, решение нелинейного интегрального уравнения 
(5.3) сводится к решению рекуррентных линейных интегральных урав
нений (5.6), (5.7). (5.8).

Займемся решением этих уравнений. Решение уравнения (5.6) 
будет

^0)(у. О f/lf 
ду ՜ ՜ -v)* (5.9)

здесь

//0 (Л ն. у) = -2<W)y - /Հ(0 -I all 26\0(7)y+fi։(x)| /?(/, ~.,a)d֊..
* էՀ. U H(5.10)

где /?(/, 7, а)—резольвента линейного интегрального уравнения Воль
те рра с ядром

К (է. -) = ՅՕ1ԺՇ’('1'—* 
Ժ7 (5.11)

Если для меры ползучести принять 

с (Л -) ( Со (5.12)

где Л։, Со, 
выражение 
виде:

7֊ постоянные параметры, определяемые из опыта, то 
резольвенты R(t. 7. z) можно представить в следующем

а/? (Л г а) = т֊-<е) ԱՀԴ) 4- ՀԴ)֊ е bMdx, (5.13)՛

где

Со d-.. (5.14)

Решение уравнения (5.7) будет

оу

Здесь положено

Tt, y)R(t. 7. l)d-.. (5.15)՛

Պ(^ Դ У) y)fW. *)^- (5.16)
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■ Если удовлетвориться только первыми двумя приближениями, 
то решение нелинейного интегрального уравнения (5.3) можно пред
ставить в следующем виде:

^?։<У. 7)
֊ = 'Шч.У) Н Нг(г, -1։у)-г^ (Պ(Հ.Դ у)/?(/,т, а

(5.17)

Из уравнений (5.17) и (5.4) нужно определить функции напря- 
!Женп>1 .?,(у, 7) и ։ра(у, /). К этим уравнениям (5.17) и (5.4) нужно

д\՝

ճն <У •_ Լ\

I'

ждинить контурное условие (М3) и условия на линии раздела 
Լ14) и (3.5), которые в данном случае примут следующий

Փւ(0, 7) = О

?2(Л2. о = о

?т(Лт. О ?շ(Պ, 0

вид: 

(5.18). 

(5.19) 

(5.20)

<V ,-ма dv

Ժ-V /<(/,
>-/<1

Գ <??ЛуМ)
62 ду >՛ >ւէ

(5.21)
' foi(.V, ') т

I у - й ։

Решения
-5.4) будут

обыкновенных дифференциальных уравнений (5.17) и

?։(У. О=Л(У, 0 + Ք։(7)

МУ, О=Л(у. /)4-О2(7).

(5.22)

(5.23}
Здесь

J о
у) 4֊ ? /Л (Л ч. у) -Г

-Г а Ն У) О. г, а)^ )<у. (5.24)

Л (у, /1) = -(72ЧОУ21-^(О. (5.25)

t&G*), 5տ(0. 7՜ձ(0. (0 и 0(7) — неизвестные величины
Подставляя значения (7) и «2(7) из (5.22) и (5.23) в уравне- 

\Шб (5.18)—(5.24) и (1.20), получим

/Հ (7) = 0, (5.26)

D2 (7) - Շ՝20 (7) Л; փ (7) = 0 (5.27)

/։(й։. 7) h] 4֊ В, (7) (5.28).
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(5.29)

՛< с 3 3л
Ռ։ (v, /) dy 4-[52 (О + Գ(/)1 (Л2- Հ) «Ն) —
J ’» 2«
֊0

(5.30)

Из этих уравнений (5.26) (5.30) нужно определить неизвестные функ
ции /Հ(6> /Հ(0, 7Հ(Ղ /?«(0 и 0(Г).

Решая уравнения (5.26). (5.27), (5.28) и (5.30) относительно не
известных функций /ՀԱ), D։(/). 1>2(0 и 0(0, найдем для них сле
дующие выражения:

D։(0 = O, (5.31)
Л,

ՀՀ (0 = ֊ А (Ли 0 ’֊ Պ |А (У. О dy 4 ձյ. (5.32)
о

fti
ДД0 - fl (Av t) + a2 j՜/, (у, t) dy 4- b., (5.33)

О
Л|

«#) = % pi (У. Ո<6' + *։. (5.34)

О
где

«յ — а& (/г: — /Հ), az — a/Llii

= Ьла. (tff - /Г;). b. = b/iJi\

3 I& =•-------------------- у----------------- =-
• G..(/i2 ֊ f ձ՚։/.’2 -Ջ&)

(5.35)

(5.36)

3 2aGz (//s ֊ //,) (2й|- ձ։//շ - Л?) ՚

Подставляя выражения /<(/), D^t). D,(t) и G(Z) соответственно 
из (5.24). (5.25), (5.33) и (5.34) в уравнение (5.29) и пользуясь соот
ношениями (5.10) я (5.16), получим нелинейное интегральное уравне
ние относительно неизвестной /Հ(/). Решая это уравнение методом 
Крылова-Боголюбова, определяем неизвестную функцию ^։(/).

Затем из (5.22) и (5.23) определяем значения функций напря
жений <р։ (у, /) и с2 (у. г). Имея значения функций напряжений, а 
каждой области можно определить величины компонентов напряже
ний в данном железобетонном стержне а произвольный момент вре 
мспи /.
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Угол закручивания 0 (/) напряжения в бетоне г£> н в армату
ре можно представить в зависимости от времени է в следующем 
виде:

О (0 =**(', ն)4ն) 
= ն)

ч)^,Чу. ն).
I где Rb, Ra коэффициенты, характеризующие изменение напряжен

ного состояния и бетоне и и арматуре в зависимости от интенсив
ности меры ползучести С (է, հ), возраста бетона -։, меры пелиней*

I пости fl, а 0* (7, xj характеризует изменение угла закручивания ио 
| времени пол влиянием нелинейной ползучести.

Ниже, н таблице, приводится результат вычислений значений 
11 коэффициентов ч) И Ծ* (/, х,) в зависимости от времени
|| է для железобетонной балки с узким прямоугольным поперечным 
Мричшем, находящейся пол действием постоянных крутящих момен- 
■ тон Л1, приложенных на ее торцах в возрасте бетона = 14 дней. 
I В данном случае приняты следующие характеристики меры пол- 
11 зучестн бетона при чистом сдвиге:

ЗД։ = 12,05-10"\ ЗС0 = 2,25- Ю"*, 7 = 0,026.

G, — 8-10* —. 
см3

С։ = 8-)0։—- 4.= 10А
см- '

г = 0.99, р=0,01, т = 2.

Таблица I

/ Й'(б է,)
в днях Р-0 | ₽= 0.01 ?=0 ?=0.01 ==О | 3=0,01

14 1 ։ 1 1 1 1
28 0.6302 0,6255 1.0671 1.0693 1.066-1 1.0670
45 0,5013 0.4901 1.1324 1.1004 1.0982 1.0989
90 0,4138 0.4109 1,1800 1.1018 1.1007 1.1010

180 0.3273 0.3207 1,1902 1.1031 1.1018 1.1020
.360 0.3273 0.3207 1.1902 1,1031 1.1018 1.1020

Из таблицы видно, что начальные касательные напряжения в 
)нс Հ1 с течением времени пол влиянием нелинейной ползучести 
)ПП быстро затухают, а в арматуре возрастают.

пмут математики и механики
АН АрмннскоЙ ССР

|во.|НскнА государственный
универenter Ппсгутм.т I III 1963

гм* АН. tcpMi фнд.шах. „»>».. W •
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(Г. IT. <J*u>Gm l|iinG> Վ. U. UiurquituG

ՊՐՒՋՄԱՅԱՋեՎ- ՐՍԼՂ.ԱԴՐՅԱԼ ՋՈԱՐՒ ՈԼՈՐՈՒՄԸ 
ՈՋ֊ԳԾՄՅհՆ ՍՈՂ_Քհ 1ՄՇՎ.ԱՌՈՒՄՈՎ֊

Ա 1Г «I» Ո Փ II Ի Մ

Հէէղվածում քննարկվում Լ տարրեր նյութերից կաղմ ված պրիղմայաձև 
ձողերի ոլորման խնդիրր. երր լարման ե սողքի դեֆորմtirցիայի միջե ղոյու- 
թյուն ունի ոչ՝ ղծային կապ

Այս խնղրի լուծամր գծային սողքի դեպքում ավել են Ն. հ). Հարություն
յան ր և 4. U. Չորան յան ր [.?].•

Խնղրի յուծման ժամանակ ստացվում են ււշ-գծային րիւլտերի 2-րղ սեոի 
ինւոեղրալ հավասարումներ, որոնք ւիոքր պարամետրերի մեթոդի ոգնոէթյաւքբ 
բերվում են գծային սեկկարենտ Հավասարումների, վերջիններս հեշտությամբ 
հաջորդաբար ինտեգրվում են:

Որպես որինակ լուծված Լ երկաթբետոնի ուղղանկյուն լայնական կտրր- 
վածր ունեցող ձողի ոլորում ր ոչ- ղծա յին սողքի '.աշվաուււմով:

ԿաղմւԷած են Լարումների և ոլորման անկյան համար աղյա սակներւ
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