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ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ

М. А. Задоян

Выдавливание пластически неоднородного материала 
из сжимающейся цилиндрической втулки

§ 1. Р. Хилл |1|. аналогично циклоидальному решению Пранд
тля |2], исследовал пластическое состояние цилиндрического стержня, 
находящегося внутри тесно пригнанной цилиндрической втулки, со
кращающейся по радиальным направлениям. Течение .материала по 
продольным направлениям на поверхности втулки создает реактивные 
продольные касательные напряжения. Эти напряжения, по аналогии 
с решением Прандтля, принимаются известными и равными тК, где 
т степень шероховатости внутренней поверхности втулки, а К — по
стоянная пластичности. Этот, так называемый, «гипотетический- про֊ 

Ь&с походит на штамповку стержня между двумя полу цилиндриче
скими матрицами.

--------- е -------------------------- е ---------

Фиг. I.

Ниже рассматривается задача Хилла для пластически неодно
родного материала. На поверхности контакта (фиг. 1) касательные 
напряжения принимаем равными — тК. (я, с). Радиальную скорость 
.Д'* на контакте также считаем заданной и равной — и().

Задача, будучи осесимметричной, обладает также симметрией 
по отношению к плоскости z = 0, поэтому достаточно рассматривать 
правую половину стержня 0 z-^l.

Имеем уравнения равновесия

=0, 
dr dz г
, А

+ = 0, 
dr dz г

критерий текучести Губера-Мизеса
& — «»■)« + (о® — згр 4֊ (<- — а,)՛-՛ -г 6т;с = б/v (г. z), (1.2)



58 М. А. Задояп

зависимости Леви-Мизеса между компонентами скоростей и кошм, 
центами напряжени й

Сг= Г а'-(2-г֊*«-г-). 1
дг

= — = А(2зо— Oz— ՛-/). 
Г

dw

27

= - - = А (‘2зт— 7, — 7л), 
дг

(1Л
du , ow Ր.

„ = + Т“ — 6^՜ր.-дг 1 дг
н условие несжимаемости материала

ք! + ^+ճ = 0. (ill

dz dr г
Рассматриваются два случая неоднородности, когда пластические свой
ства меняются: а) только по радиальным направлениям, т. с. /\=Հ(ր) 
и б) только по продольным направлениям, притом но экспоненциаль
ному закону, т. г. К - ke՝£. Как в работе А. И. Кузнецова (3|. так 
и в нашей статье |4| исследования задачи Прандтля для материалов 
имеющих аналогичные неоднородности, показывают, что поперечна? 
скорость не зависит от неоднородности материала.

Поэтому естественно, следуя полуобратному способу Хилла 
принять, что радиальная скорость меняется линейно по радиусу

и= - и(. — 
а

(1.5)

Тогда, используя условие несжимаемости (1.4). находим

» (г)—2 "° (/—г). (1.6)

тле ?(г) —пока неопределенная функция от г.
Из (1.5) также следует

8Г=£О и 5Г=;О, (1.7)

§ 2. В случае. когда К=/<(г), положим, что касательное напря
жение нс зависит от z: հհ. = -,,.(г). Тогда из второго уравнения рав
новесия и условия текучести находим

4֊ •;,+ ֊•-«] (/-г), (2Л)

<7 = - /3՜ /, (2.2)

где փ(ր) — произвольная функция от г.
Подставляя и тГ. в первое уравнение равновесия и учитывал 

Հ1.7), получим
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( ' ՜'*) °' (2.3)

Հ (г) - /31 /№ (г) - Վ. (г) )'»0. (2.4)

Интегрируя (2.3) и учитывая граничные условия тг.. (0) = 0 и 
’г.- м I =■ — т 1( (а), пол у ч им

*гг= —/пК(а) ' - (2.5)
Л

Из (2.4) следует

?(П --Л+F з I к.-(г) -т-К-\,а) ր՜ ■ Л = const.
• а։

Тогда
аг= л - 2/Л .^£) (/ - z). (2.6)

а

*г- Л - 2m Л *֊’ (/ - г) + ] 3 |/ /?(>)_ да» . (2.7)
Ռ J (7՜

Условие равновесия части стержня

| 2r,ra.dr -Ւ тК. (а) 2к<7 (/ — շ) = б 
о

а

Определим продольное перемещение к՝. Из условия
ивпн главных осей скорости и напряжений находим

(2.8)

(2.9)

коаксиаль- 

т!\ (<г) Г
-,'(г)= -շ/з՜^.— а (2.10)

| ^(ր)_^-խ)ճր

Отсюда, интегрируя и подставляя значение к» в (1.6), получим
С X («) ,I т —г аг

-,.чг, ֊ 2—°(/- z) ֊ I  - а -.(2 И)
'1 Л . I m'lvw

и 1 (Г
[ Условие равенства количества материала, протекающего в осе

вом направлении через поперечное сечение, расходу материала вдоль 
«тулки будет

»
(г, г) dr = 2каиог. (2-12)
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Подставляя (2.11) в (2.12), для неопределенной постоянной находим
" . гՐ (a'-r)mK(a) r drԼ . 2/3 i/0 I_________________ а

а а* J |/
12.13)

Полагая в полученных формулах для компонентов напряжений 
и скорости 1\ (г) = К = const, получим

д, = -Д-2—(/-Z), тК-г.
а а

-։ ֊ -Д - 2 — (/-г) + /ЗА' I А- т'-֊֊ . 
а у а-

9/< _______
А~ 7- \ ] I (l֊w-)3|,ՀՅա֊ 1 1

u,=2„aA+mi./ ։_да=д
а т у а-

4//0 
/3/л;|

1-/(1 лг=?

Эти выражения совпадают с формулами Хилла для однородного ма
териала.

§ 3. Z? случае неоднородности К = keF касательное напряжение 
ищем в виде

7„=-Խ*Դ(ր), (3.1)
где F (г) искомая функция от г.

Из второго уравнения равновесия и условия пластичности на
ходим

eF_ ՝е',г / 1 \
Ն = Н (г) - k ----- ( F4֊ ֊ F). (3.2)

Y X г )
= о. — /3^^)Z~P(/-T, (3.3)

где /7 (г) — произвольная функция от г.
Первое уравнение равновесия дает

F' + ֊F )՜-Из-t |Hi=P]'-T։F = 0, (3.4)

Согласно (3.4) для определения F получим квазн-линенное диффе
ренциальное уравнение

1-1- Ш]
/1-FSJ F' - (1 ф 72г=) F 0. (3.6)

Из условий v.-(0. z) =0 и г)= mke՛'' следует
/•(0)=0, F{a} = m. (3.7)
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Игггсгрнруя (3.5), получим

H(r) = C֊ —՝7r + ±F\+ke- D, D=(F՛ J-Г) .(3.7) 
т \ r / 7 \ r /r-Q

C = const.

Подставляя выражение II (г) в (3.2) it (3.3) и используя соот
ношение

/■•' + -֊- F = D -1-1 3 71 ՜ 1 - P - -i /3 + у [ Fdr, (3.8) 

и
вытекающее из (3.1), находим

,Л'_ />>' Р
= С —А ------ — О — ]/W7‘ 4- ke^'i I F (г) dr. (3-9)

pb‘ _ ________ л
C-k------ — I)—] ЗА#7*՛ • Ar"՜ I Հ| ւ-ք"-ր7 /■■.Jr

՝>

(3.10)

Подставляя выражение для в. из (3.10) в условие равновесия части 
стержня

Г ՛
j 2-гъ(г, z) dr 4- mke'։:2-аdz = 0. (3.11)

и
шя определения произвольного постоянного С находим равенство

ճ'1 .ճ’8 оС k֊e (-D֊~] ЗАет: -ke': ՜
է aa

F" dr -j-

г 7 [rdr ք^ժր1==-2 - k—L-(3.12) 
J J I « jо 0

Умножая все члены равенства (3.8) на г и интегрируя от нуля 
до а, получим

А С. Г
I Иг| 1 F՜Srdr \ Fdr= ֊ /3- 1 ID-2 (3.13)

J J J 2 7 \ a /1V OU
Полегав-,яя (3.13) в (3.12), будем иметь

(3.1-1)
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или

_ 2к€՝'
а?

1 3 р / 1 - Р dr +■ t (rdr \Fdr -( JЗке'1. 

6 • Գ. Л
(3.15)

Анологично предыдущему случаю, определяя продольное пере
мещение. получим

•w ~ Е — 2 "«(/֊շ), J - const. (3.16) 
a a J I 1 -

о
Из условия (2.12) находим

£ 2 "°/ -21-ճճ<> (>(а*___ 2!Հ ժր. (3.17)
а ал J |/ 1 - Р '

о
Таким образом, компоненты напряжения (3.1). (3.2), (3.3) и про֊ 

дольная скорость (3.16) выражаются через функцию /’(г). определяю
щуюся из уравнений (3.6) при граничных условиях (3.7).

Ирл малых значениях ;п. принимая в (3.6)

■ ։ + у^= ւ + րր*==ւ.

получим
րԴ՚Հ г Г - F = 0. (3.18)

Решение уравнения (3.18) при условии (3.7) будет

Г= т —■ 
а

(3.19)

Подставляя (3.19) в (3.9), (3.101 и (3.15). получим

«г-е 2 mk — — ֊ | ЗАг:՜՜ т—Л1, (3.20)
О ֊ ‘ 2« '

I ЗА։'1] J —»»’—֊. (3.21)
1 ч"

с - I з ке-‘ - --֊''’նւ - Г (Г^’)Ч + т тка <•՛'. (3.22)
I 3 /л* 4

Из (3.16) н (3.17) получим продольное перемещение

(հ^րրւ + շ֊Դ-- -֊-^|/|֊7ոյՀ <(ՅմՅ)
J Л nr a tn I a՝ 

lie завися шее or неоднородности материала.
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Принимая в выражениях компонентов напряжений (3.1). (3.20) 
(՚2՚> >0. получим соответствующие формулы Хилла для однород
ного материала.

Криечцо. полученные решения обладают тем же недостатком, 
И|п вышеуказанные |։-4|. Это решение становится неверным на 
торнах и н середине стержня.

Hucrnryi математики и механики 
АН Хрмянской ССР Поступила 19 XII 1962՛

U'. !>.. Ջաւ|ւ>ւահ

ՊԼԱՍՏՒԿՈՐեՆ ԱՆՃԱՄՍւՍեՌ ЪЗПЬЯЬ ՍՂՈՒՄԸ 
ՍեՂՄՂՈՂ ԳԼԱՆԱՅԻՆ հՈ1ՈՎ_ԱԿՒՑ

II . 1Г Փ II Փ II Ի 1Г

Ռ Կղալ И ասս։ ՛մնա и ի րե / Է շաոավղալին ուղղութ լամր սեղմվող ղլա֊ 
նա լին խողովակում ղտնվող նլա թի պլաստիկական վիւճակր։

մեղմման '<հ տև սւն րո վ նլաիժր շարմ վտմ I; երկայնական ուղղաիժ/ան֊ 
ներով inոinջաւ/նևլով կոնտակտ ա փն մ'սւկերեա. լթի վրա երկալԱսւկան հակաղ- 
ղող չշափող լարումներ։

Ար/ շոշափող լարոլւեւերր Պրանղտլի 2] իււնդրի անա լող իա /ով րնղան֊ 
փսմ են \ավսւսար ni!\> սրտեղ ftl-քչ կոնտակտային մ'ակերեnt /իժի ան~սսրթու֊ 
թլսւն սասվէճսւնն է, իսկ /Հ-Ն պլաստիկական հաստատանն Լ:

Ներկա հրէղվածամ ա սա մեաււիրվսւմ Լ '■hlfl' Ւ^՚քՒէ՚Ր պէ,ս,,Ա’իկորեն ան- 
հւսմասհււ նլութի համար։ H ւս ո t մեա и իէրվա մ Լ երկու ղեպր.

ա ,1 երր նլաիժր անհամ ասես Լ շաոավ ղալին ա ղղա իժ լամ ր՝ /\ - /\ (?*) ե
ր՛ երր նլաիժր անհամաււեո Լ միալՆ երկալնակտն ուղղուիժ լամ ր> ալն էլ 

Էքէսպոնենէյիալ օրենրով. }\ — RC', որտեղ k ե Հ հալտնի պարամետրնե  ր ենէ
Պրանղալի (սնղրի էս.սամե։սսիրա.թ րսններր վերոհիչլալ անհամասեո 

նրսիերի ղեպրում. ինչպես Ա. Ւ. Կա է]նԼէյէէվի | .'ք ] ալնսլեи I,/ մեր հողվածամ 
pji f/nt./tj են տալիս, որ լա լսական տրսւղու֊թ րսնները կախված չեն նյութի 
աե ..ud vnibntn թ րոնիր: Սղդ պատճտոսվ բնական է, հետևելով ՝•/'/({' կիսահսւ֊ 
կսպարձ ևղւսնակին, րնդտնել. որ լալնական արաղտ իք/աններր, մեր իւնղրի 
՝,ամալ- ւիուիոխվու<1 են մ ի ա լն րստ շասավղի՝՝ ղծալին որե'ւպ>ոէք:

11ղսււ1ելով աո "ւնրրաԱիմե titրի1լ հավասարակշոու թլան հավաււարոէ 11էւերից 
(I/- Հո՛ րեր-d իղեսի հո սա.ն ո t իժ/ան չափանիշից (’̂)> ղե!իո րմացիտների արտ֊ 
էլա քքլունների և լարումների րաղւԱւլրիչների միշև եղած ւաւն >ա իժ լաններ իղ 
(К), ֆրււիքի անսհղմելիա իք/ան ենիք աղ բու իժ լամ բ (՛էխ անհամ tun եո ութ լան 
Օէուպին ւլեւղրի համար աոանու մ ենր ( 1 2j—f f4) ուրաահա/initt իքրււններր 
լօւրւււ է!'ւ1ւրի համար, իսկ (•>) և ( l^'J-f1՝ տրաղու իք լաննե րի ‘.ամար: 11,նհաւ/ա֊ 
սէւՈւււ ի)իան երկրորղ ղ եպ րի համար nitiiii է/վոէ-li են ( Հ>քք) ի■/ ք ի արւոսւհտլաու֊ 
1Ժրււններր լա jtiuifiifi ր ի հւււմսւր, իսկ (ծ) և (42 ՝;֊ր տրաղու ի!/անների հաւ1տր; 
'Լերլիններս նլութի անհամասերէո՛ իժլանից կախված չեն։

Անկումinulin ա իք լան երկու դեսլ րա if կլ կատարելով ււահմանալին անցում 
К — CHliSi. ստանում ենր ՝~ի[լի ստացած րանաձևերր։
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