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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

К. С. Чобанян

Мембранная аналогия задачи кручения составных 
призматических стержней

Задача о кручении составных стержней впервые была поставлена 
и исследована Н. И. Мусхелишвили |1].

В настоящей заметке аналогия Прандтля [21 обобщена для за
дачи кручения составных призматических стержней. Обобщенная мем
бранная аналогия использована для приближенного исследования за
дачи нестесненного кручения тонкостенных составных стержней.

1. Пусть призматический стержень состоит из нескольких изо
тропных я однородных тел с различными модулями упругости, сое

между собой по боковым поверхностям. Область нонерсч
иого сечения О0 (фиг. 1) такого стержня состоит из нескольких обла
стей О։, О=,- O.v, соответствующих различным материалам. Обо
значим через /.0 контур /Л>. через /л контур /Л , а через Լա — ли
вню раздели Dt и Dj. Область Dn будем считать пока односвязной. 
Линин раздела Լա могут либо находиться целиком внутри £>0, либо 
пересекаться с ее контуром.

Функция напряжений ври кручении в областях Dt (i = 1. 2---А)
удовлетворяет [3| дифференциальным уравнениям 
te+7^ = ՜20' а=՛. 2.-.АЧ- о-» 

()х֊ 0у
контурному условию

F = 0 на 7.0, (1.2)
условиям непрерывности

= на Lti (1.3)
и условиям разрыва нормальной производной Г

(1.4)J_ dFt 1 0Fj
(ц дп С/, дп

Касательные напряжения определяются соотношениями

дх
(1.5)

Здесь ՕՀ. "1Х:. Հ,, обозначают функцию напряжений, модуль 
Я Hukjiui AH, серхи luu.-uir. navx, № .1
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сдвига и касательные напряжения в области Dlf ft степень кручен։ 
а Ո — нормаль к линии раздела Lr}.

Теперь рассмотрим составную мембрану, имеющую в ненагру 
женном состоянии форму области 60. Пусть натяжение мембр.'и 
и области I), постоянно и равно 7/. Натянутая на плоский 

мембрана, имеющая в различных частях различные натяжения, и 
может находиться в равновесии без дополнительных связей. Ограш 
ним перемещения точек мембраны, лежащих на линии раздела Լ 
так, чтобы они могли свободно двигаться только по паправленш 
перпендикулярному к плоскости контура /.0, т. е. наложим свяэ 
запрещающие перемещения точек £// в ее плоскости. При выполн 
нии этого условия состояние равновесия натянутой мембраны, име։ 
щей в различных областях Dt различные произвольные натяжеш 
Tt, будет обеспечено.

Прогиб w составной мембраны, находящейся под действием раз 
номерно распределенного нормального давления />, удовлетворяет И 
дифференциальному уравнению

_ ()'Wi Р (J $
дх3 ‘ ду- Ti

в каждой из областей /Л-
Так как внешний контур мембраны закреплен, то

w = 0 на £0. ПЛ
Обеспечивая непрерывность прогиба на линиях раздела £>/, буде։ 
иметь условие

Wi = -а՛/ на £/;. (Ц
Из условия равновесия элемента линии раздела, предполапя 

отсутствие взаимодействий между ее точками, находим
7,^=7-^ на L„. (J

дп дп
Дифференциальное уравнение (1.6) и условия (Լ6) (1.9) однозначт 
определяю։՛ прогиб а՛ во всех областях Լ)(.

Сравнивая уравнения (1.1) и (1.6) и условия (1.2)-(1.1) и 
(1.7) —(1.9), замечаем, что при выполнении условии

26\ 7/= тр (1.10>
между Л и Wt существует зависимость

[-{ = пт՛,- или F niw, (1 11,
где in произвольный постоянный параметр.

Следовательно, каждая задача о кручении составного стержн’ 
олносвязного поперечного сечения может быть сопоставлена с лада 
чей о равновесии нагруженной равномерно распределенным нормаль 
пым давлением мембраны, натяну гой на плоский контур, идентичный 
кентеру поперечного сечения стержня. При этом мембрана в разлвч 
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находя-

с траек-

(1.12)

них областях Dt должна иметь различные натяжения, определяемые 
соотношениями (1.10). Как уже отмечалось, на точки линии раздела 
должны быть наложены связи, допускающие перемещения только по 
направлению, перпендикулярному к плоскости непрогнувшейся мем
браны, и не должно быть взаимодействия между этими точками.

Таким образом, задача крученая составного призматического 
стержня моментами, приложенными к его горцам, может быть экспе
риментально решена путем измерения прогибов мембраны, 
щейся в вышеуказанных условиях. При этом:

I. Линии равного прогиба мембраны будут совпадать 
ториями касательных напряжений.

2. Результирующее касательное напряжение будет
О aw 

՜:տ - ------ -֊'
т on

где Ь — угол закручивания, п — направление нормали к линии равных 
прогибов, проходящей через данную точку мембраны.

3. Жесткость стержня при кручении определяется при помощи 
объема Г, заключенного между поверхностью прогнувшейся мембраны 
и плоскостью опорного контура

С — — |/ 2 Ա Ւ'dxdy = 2^ Ա Բ,{dxdy. (1.13)

В случае составного стержня многосвязного поперечного сечения 
мембранную аналогию можно получить как частный случай из выше
приведенной аналогии.

Действительно, принимая (/■ = 0 в тех областях, контуры кото
рых соответствуют внутренним контурам многосвязного поперечного 
сечения составного стержня, замечаем, что, согласно уравнению (1.1), 
Г. будет гармонической функцией, а ее нормальная производная на 

согласно условию (1.4), будет равна нулю. Следовательно, бу
дет постоянной внутри Ui. На основании (1.3) функция Ւ' на вну
треннем контуре I.t, как и следовало ожидать, будет постоянной.

Принимая во внимание, что условие (Լ ~ 0 соответствует условию 
Т1— х для составной мембраны, подобными рассуждениями прихо
дим к заключению, что в области Ս< прогиб мембраны должен быть 
постоянным, что соответствует имитированию внутреннего контура 
мамбрпны абсолютно жесткой невесомой пластинкой, имеющей сво
боду только поступательного перемещения в направлении, перпен
дикулярном к ее плоскости.

' Таким образом, мембранная аналогия обобщается и для задачи 
кручения составных стержней многосвязного поперечного сечения.

_ .Достаточно точное экспериментальное решение задачи о круче- 
iniii составного стержня односвязного или многосвязного поперечного 
сечения при помощи мембранной аналогии, очевидно, связано с тех
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ническими трудностями. Однако, как известно |4|, ценность .мембран
ном аналогии для задачи кручения призматических стержней состоит 
нс столько в том, что она открывает новый подход к эксперимен
тальному исследованию проблемы кручения, сколько в том, что он։ 
в каждой конкретной задаче дает наглядное геометрическое пред
ставление о характере функции напряжений Բ без какого-либо экс
периментального или теоретического исследования задачи.

Ниже мембранная аналогия использована для приближенного ре
шения задачи нестесненного кручения тонкостенных составных стер
жней.

2. Рассмотрим задачи о кручении двухслойной трубы произволь
ного поперечного сечения. Часть мембраны, соответствующая none-i 
речному сечению трубы, показана на фиг. 2. Заштрихованная область 

представляет собой абсолютно жесткую невесомую 
՜~՜-Կ пластинку, имеющую свободу поступательного не- 

ремещения в направлении, перпендикулярном к 
плоскости чертежа. Контур закреплен. пере- 

~'J~t мешается вместе с пластинкой, а точки контура: 
Л имеют возможность перемещаться только в на
правлении, перпендикулярном к плоскости чер
тежа. Натяжения в областях !.)г и /Հ различны.- 
Они удовлетворяют условию (1.10).

Введем местную систему координат (տ, //). где х—длина дуги 
/., отсчитываемая от произвольной точки А, а // — расстояние точки 
области или Լ>2 до А но ее нормали.

Толщины слоев Л։ и Л2 будем предполагать переменными. Урав
нения кривых L, Л։ и А2 будут л = 0, // = /?,($) и ռ = А2(х).

Отношения толщины слоен к радиусу кривизны р линии раздела 
Л, я также поег.тельные изменения толщин հճ и Л2 при изменении 
տ на величину порядка հճ или //._> будем принимать малыми по срав
нению с единицей.

Для части рассматриваемой мембраны, заключенной между ко
ординатными линиями տ = տէ и ծ- = $2 и имеющей длину порядка 
местную систему координат с принятой здесь точностью можно счи
тать прямоугольной. Соответствующая часть прогнувшейся составной 
мембраны, нагруженной вместе с невесомой жесткой пластинкой рав
номерно распределенным нормальным давлением, будет иметь форми 
близкую к цилиндрической. Поэтому можно положить

= = у:=|,2). (2.1
ds ds2

Согласно мембранной аналогии и (2.1)
— = о (/=1.2). (J

os Os*
На основании (1.1) и (2.2) имеем



Мембранная аналогия кручения составных стержней 53

OS3
(2 3)

Граничные условия для F, и Г. получаем из (1.2)—(1.4)

Г ։ = 0 при и = А։, F. = Fo при п = — Л...
(2.4)

1 _ J
G։ on Qt дп

при п = О.=г;.
Здесь Fo — постоянное значение на /...

Интегрируя уравнение (2.2) и используя условия (2.4). находим

, Г, - - о,/>= + 4՜ (%՜ ֊ f«i + V • °=*«Л= է ЛХ (2-5)
Ո а

F. G.«։+ SG>*i ֊Գ*’֊ F<) ‘'(бХ+Ш'О. (2.6) 
// Ц А.

где через Л = А։ 4- հ А, обозначено приведенная толщина трубы. 

Постоянная Fo должна быть определена из обобщенной теоремы 
Бредта о циркуляции касательных напряжений для задачи о круче
нии составных призматических стержней |3|. В случае составного 
тонкостенного открытого профиля Fq О.

W Для циркуляции касательных напряжений по внутреннему кон
туру /.н. согласно теореме Бредта, имеем

(2.7) 
л on.I

S ■ площадь области. ограниченной внутренним контуром F2.
Используя (2.6). из (2.7) получаем

у.՛/11 ;֊յ՛՛ ■■ ?/ “-‘JtI՝ в”
I Л

АПренебрегая в (2.8) малыми членами порядка — по сравнению

с единицей, для Fo будем иметь формулу

<2-9)е dsФт
Пп основании (2.5), (2.6) и (2.9) И1 (1.5) получаем выражения 
сльных напряжений Վ и tJ, в соответствующих областях /Հ и Լ)հ. .

\Հ “ ՜ ^Gif։ ՜է- -у ( GxA3։ — )' (2.Ю)
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Ч, = -29G։« + ֊"֊ д (2.1'Г
дСД

Пренебрегая в (2.10) и (2.10) малыми величинами, будем иметь
2i>G,S

Напряжения Հ,. являются .малыми по сравнению с напряжениями "...
Жесткость на кручение определим при помощи мембранной зна

ло։ ни. Согласно (2.11) и (2.13), имеем

С =֊ = ֊֊ ^ “ 2V շ I՛ i t-\dsdn + 2 ( \F.dsdn. (2.13)

Внося выражения /д и Г՝., из (2.5) и (2.6) в (2.13), после некоторых 
п реобразо в а н ий находим

C-.^S + I-A^ , й;)=^
•* Л

Ւ ֊’((№֊-*i)։ 7 +^фм,(Л. Ч '',)=֊• (2.W)
3 е \. О։ / // 3 •’ h

h3Пренебрегая в (2.14) малыми величинами порядка - - по срав

нению с — и принимая во внимание (2.8). находим упрощенную 
?

формулу для определения жесткости при кручении тонкостенного:: 
стержня двусвязного профиля

с“§Н2Ф<а’+л=>։т լ
J h

Формулу для жесткости С можно еще упростить, пренебрегая
Л՜в (2.15) величинами порядка Լ по сравнению с единицей. Получаем 
Р2

4G։S֊ (2.16)

Обобщение формул (2.10)—(2.16), когда число областей попереч
ного сечения, соответствующих различным материалам составного 
призматического стержня, и степень многосвязности Do больше двух, 
дополнительного принципиального исследования нс требует.

Как видно из (2.12) и (2.16). упрошенные выражения для каса
тельных напряжений и жесткости при кручении однородного и со
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ставного стержней двусвязного профиля одинаковы, только в послед
нем случае обычная толщина в соответствующих формулах для одно* 
рМных стержней |2] должна быть заменена приведенной толщиной 
Л ֊ Л, փ

Gi
Формулы (2.10). (2.11) и (2.15) могут быть использованы для 

брлее точного определения касательных напряжений и жесткости при 
ձ 

кручении составных стержней, когда малые величины порядка —■
Р 

в расчетах представляют интерес. Из этих формул можно получить 
выражения касательных напряжений и жесткости при нестесненном 
кручении тонкостенного двухслойного стержня произвольного откры- 
того профиля. Принимая в (2.10). (2.11) и (2.14) Fo^O, находим

Հ = - 2»G,« 4-у (G։Aj-G.Aj). (2.17)

֊’ = -2ftG.yi (-А- (2.18)
Л G,

[ с = ֊Հ ( А? - ֊" Л" )Լ ֊ I 4 Հ (Ms ('•> + V ֊֊■ (1У)
3 .) \ G։ /fl 3 J fl

t. l-
Зкь интегрирование производится по незамкнутой линии раздела ձ, 
которая может иметь разветвления.

Заметим, что. придавая одной из величин С՛,, (7.,, //։, էւ. значе
ние нуль, из формул (2.17) (2.19) получим соответствующие извест
ные |2| формулы для однородных тонкостенных стержней открытого 
профиля.

Следует отметить, что. как и в случае однородных тонкостенных 
стержней, полученные в этой заметке формулы не могут дать близ
кое к действительному распределение касательных напряжений в ок
рестности тех точек Լ, где нарушаются условия, на основании кото
рых получены эти формулы (наличие угловых точек, большая кри- 
лизна А, резкое изменение толщин Л, и й2). Однако, искажение дей
ствительного распределения напряжения формулами (2.10)—(2.12), 
(-.17) и (2.18) имеет местный характер и не влияет на величину же
сткости при кручении сколь-нибудь существенным образом, так как 
площадь областей, где это искажение значительно, мала по сравнению 
հօ всей площадью поперечного сечения стержня.
ВМлстнтут математики и механики

| К| Армянской ССР Поступила 17 111 1962
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ՐԱԼԴ-ԱԴՐՅԱԼ ՊՐՒԶՄԱՏՒԿ ՋՈՂ-եՐՒ ՈԼՈՐՄԱՆ ԽՆԴՐՒ 
ՄեՄՐՐԱՆԱՅՒՆ ԱՆԱԼՈԳԻԱՆ

Ա Ս' «I» П Փ (1 Ի Ս'

Տարբեր ա mu ձգական ութ յան մ ողողներ ունեցող, իցոտրոպ, հալք ասես It 
կողմնային մակևրեույթներուք իրար հետ միացված պրիոմա բսձե մարմին֊ 
ներիր կազմված պրիզմատիկ ձողի ոլորման խնղիրր համ սւպ ատ ուս խ in հա
թյան մեջ է ցրվում այղ ձողի րոշնական հատվածքի ձևն ունեցող, արտարին 
կոնտուրով ամրացված և Հավասարաչափ բաշխված թ նորմալ բեռի տակ 
ղտնվոց րաղացրյալ մեմբրանի ծոմաե խնղրի հետէ 'մոզի լայնական հատ
վածքի տա բրեր նյութերին Համ ապատասխանող տիրույթներում մեմբրանի 
7'/ (ք=1, 2,- • • ւ\)ձէքվածու.քԼրււնր պսսւր է քինի տարրեր ե բավարարի (1.։()\ 
պայմանին, որտեղ (յ; ֊ն նյութի աս Հրի ilngni[b է, իսկ 7Ո֊ր' Հաստատուն 
կամայական պարամետրւ ք՝ս։ ղա ղրյալ մեմբրանի տարրեր մասերում տարրեր 
ձղվա ծություն ստանայոէ համար պետք Լ տիրու յթների բաժանման գծերի կե
տերի ւոեղափոխությաններր չծռված մեմբրանի հարթության մեջ բոլորովին 
արցեյեյ ա յնպես, որ այց կետերը հնարավորություն ունենան տեղափոխվելոէ 
միայն չծոված մ եմ րրւսնի հարթությանն ուղղահայաց , ընդ որում նրանց միջև 
անմիջական փո խազղեցություններ չպետբ է շինեն։

ՐԱէղաղրյալ ձողերի ոլորման խնդրի մ եմ բրտնա յին անալոգիան առանց 
խնղրի լուծումը գտնելու տալիս է րորումների ֆունկցիայի երկրա չափական 
պատկերացում ր, սրի ռղնությամ բ որոշ դեպքերում հնարավոր է գտնել մո
տավոր լուծում, երբ խնղրի ճշգրիտ լուծումը կապված Լ ղմվարսւթ յունների 
հ ե տ г

Որպես դիտ արկված ան ալոգիա յի կիրառություն քննարկվում է բարա
կապատ երկշերտ ձողի չկաշկանդված ոլորման խնդիրը։ ինչպես փակ, այն • 
պես էլ բաց պրոֆիլների ղեպբում շոշափող լարումների ե կոշտությունների 
համար ստացված են մոտավոր բանաձևեր։ Եթե բավարարվում ենբ ընդոլնէԼած 
մոտավորությսւմր. ապա երկշերտ ե համասեռ բարակապատ ձողերի ոլոր 
ման խնցիրներում ինչպես շոշափող լարումները, այնպես էլ կոշտություն֊ 
ներր որոշվում են նույն բանաձևերով, միայն երկշերտի ղեպբում պատի սո֊ 
վորական հաստ ութ յան էիոխարեն ւղետր է վերցնեք բերված հաստությունը

А = Л։ + ֊Ч, 

որտեղ ի բ բ ե հ^ր շերտերի հաս mtnթ յուննեբն են։
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