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Проективно-дифференциальная геометрия семейств 
многомерных плоскостей (!)

Введение

В этой работе излагаются основные вопросы геометрии семейстт՛. 
многомерных плоскостей. Основные результаты получены с помощью 
теории шубертовых многообразий, хорошо разработанной в алгебраи
ческой геометрии |1]. В [2, 3. 4. 5) были рассмотрены только се
мейства прямых и плоскостей четырех мерного проективного про
странств:!. В настоящей работе не ставятся какие-либо ограничения 
относительно размерности пространства, размерности рассматриваемых 
плоскостей и числа параметров семейства.

В § 1 изучается касательное подпространство семейства :։ полу
чается формула, но которой определяется его размерность. Второй 
параграф посвящен касательным линейным многообразиям семейства. 
Получено уравнение таких многообразий в грассмановых тангенциаль
ных координатах. В третьем параграфе получена формула, по кото
рой очень просто определяется фокаль.ность данного семейства. Ре
зультаты этого параграфа были получены с помощью грассмановых и 
шу бертовы х м ногооб р а зи й.

Четвертый параграф посвящен огибающим многообразиям семей
ства. Такие многообразия в некотором смысле являются аналогами 
развертывающихся поверхностей трехмерного пространства.

В 5. 6, 7. 8, 9. 10 параграфах рассматриваются проективные со
ответствия. установленные двумя однопзр'а.метрическими подсемей
ствами семейства. Обобщается понятие гармонического пересечения 
двух линейчатых поверхностей для однопараметрических семейств 
плоскостей. Рассматриваются семейства, которые допускаю! такие 
подсемейства.

В § 11 найдены уравнения фокальных многообразий семейства. 
В 12 и 13 параграфах рассматриваются двойственные рев՝, .плиты. 
В последнем параграфе доказываются две теоремы, определяющие 
количество фокусов и фокальных направлений.

§ 1. Касательное подпространство семейства

Отнесем а-параметрическое семейство ((/-семейство) Ժ-мерных 
плоскостей (d-плоскостей) в Рн к подвижному реперу Д,так։ 
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чтобы точки Ао---Д/ лежали на մ-плоскости семейства. Уравнения 
инфинитезимального перемещения вершин этого репера будут

մ.43—~ [«Д w^|, a, Jf. 7 = 0.• • ■, n. (l.l)

Дифференциал аналитической плоскости Аа---А<! напишется в виде

Ժ0-•-Ժ = (<ւ>շ֊յ------ г«ф ()..-d w®pl---</(----- --u^Ol • • -p, (1.2)

//• • k — {Ai Ai - • --А*) (суммировать no p — d 4- 1,- • •, «).
Пусть

=. cP'dw, i 0---d, 1 • • -a (1.3)

будут уравнениями г/-семейства մ-плоскостей.
Пространство минимальной размерности, которое содержит вех՛ 

մ-плоскости дифференциальной окрестности первого порядка плоскости 
01 --d «-семейства, называется касательным подпростран
ством. Касательное подпространство a-семейства в силу (1.2) и 
(1.3) выражается грассмановым произведением

^/V...-л^Л). (1.4)

Следовательно, размерность касательного под прост ранетва а-се
мейства равна d—r, где г—ранг матрицы (а^) (п— индекс столб
цов). Эта матрица имеет п d столбцов и a (մ՞ 1) строк, т. е., во
обще говоря, г mln խ d, a (մ 4-1)]. Полагая п> d 4- a (d 4- 1), 
можно утверждать, что всегда размерность касательного подпрос
транства а-семейства d-плоскостей <մ • «(մ 4-1). Случай 
равенства соответствует наиболее общему а-сёмейству. Эго одновре
менно означает, чго дифференциальная окрестность первого порядка 
каждой մ-плоскости «-семейства имеет одно и то же геометри
ческое строение но всех пространствах размерности >մ4֊«(մ - 1).

Линейное подпространство максимальной размерности, которое 
принадлежит всем մ-мерным плоскостям дифференциальной окрест
ности первого порядка, называется фокальным подпростран
ством семейства. Из последней теоремы по принципу двойствен
ности формулируется другая теорема: размерность фокального под
пространства а-семейства d-плоскостей >d — a{n—d) Случай 
равенства соответствует наиболее общем) մ-семейству. Согласно этой 
теореме (я- 1)-семейство (п — 1)-плоскостей огибает некоторую ги
перповерхность. Размерность фокального подпространства в каждом 
конкретном случае определяется рангом матрицы (-Հ') (/—индекс 
столбцов) (см. § 4).

Выбрав первые մ |-г-|-1 вершин подвижного репера в касатель
ном подпространстве, получим

а®=0. р= մ + /փ2։.... д. (1.5)
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В силу (1.5) .матрица (а’’ ) будет квадратной типа (d 4- г 4- 1) Հ 
X {d г -}- 1).

§ 2. Касательные линейные многообразия

Как известно [1], каждой մ-плоскости пространства Рп соответ՝ 
ствует точка грассманова многообразия Զ(մ, л), погруженного в про
странство Рх размерности A' ’ — а-семейство մ-плоскостей ото
бражается в «-поверхность на грассмановом многообразии. Касатель
ная «-плоскость этой поверхности в силу (1.2) напишется в виде грас
сманова произведения

О777*/, f]( Д^рГ77^-^?77՜-//— ■ «£01 •••/> )) < (2-0

«-1

где символ П означает грассманово произведение.
В эта плоскость пересекает Զ (d, п) по многообразию, являю

щемуся образом линейного многообразия Lk (d, н) մ-мерных плоско
стей «-пространства. Число k ii+(n d)(d֊r\) — i\: есть размер
ность линейного многообразия /.ь (մ.//). Так как Lk(d. п) непосред
ственно связано с дифференциальной окрестностью первого порядка 
ГУ-плоскости «-семейства, то мы его называем касательным мно- 
г о о б р а з и с м «-семейства.

В случае « -֊ 3. d = 1, т. е. для линейчатой геометрии трехмер
ного пространства, касательное линейное многообразие £в(1.3) ли
нейчатой поверхности (« 1) образовано из двух бесконечно-близких
лучей этой поверхности. Касательное многообразие конгруэнции есть 
особая демиквадрика (см. [2]). Для комплекса прямых касательное 
многообразие представляет собой особую линейную конгрмэнцию 
(см. |2|).

Пересечение մ-плоскости и («. - մ-1)-плоскости выражается 
формулой

z*'/ ՛. =0. (суммируется по • •<М (22)

где t* d— грассмановы точечные координаты մ-плоскости, я — 
грассмановы тангенциальные координаты (« — մ — I)-плоскости. В си
лу (2.2) каждой точке է пространства /£, соответствует гиперплос
кость (2.2) в пространстве переменных Т. Это пространство, которое в 
дальнейшем обозначим через Р'х. также имеет размерность Аг и в нем 
лежит грассманово многообразие $2(«—մ-1,«). «-плоскость (2.1) 
отображается в .V — а- 1-плоскость пространства Рх Вейлу (2.2) 
эта плоскость будет определяться уравнениями
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մ
A-rf=O, V, ոԼ 7,oi..j_ip/+J...rf = 0. (2.3)

м

В /\ плоскость (2.3) неизбежно пересекает грассманово многообразие 
2(л- d—1, я), ибо се размерность для любого а < (п— d)(d+1) — р 
всегда больше числа А' - р. Многообразие, по которому пересекаются 
12 (// — մ—1, п) и |‘2.3), вообще имеет размерность р — а- 1. Таким 
образом: с каждой (I-плоскостью а-семейства однозначно связи֊ 
вается .двойственное касательное линейное многообразие՜ 
Լ .-р֊| {п—d — l./i). Для случаев г: ֊֊ 3 и и—4 такие многооб
разия были рассмотрены автором в [2], [3]. |4| и |5|. В случае // = 3» 
d = 0, а = 2 это многообразие совпадает с касательной плоскостью 
поверхности.

§ 3. Фокальные семейства

В алгебраической геометрии хорошо разработана теория шубер- 
товых многообразий (см. [1|, т. II, стр. 348). Шубсртово многообра
зие является системой մ-плоскостей, удовлетворяющей условию Шу
берта (<70- • «аД которое мы сейчас сформулируем. Пусть До. -4,,..., Аа— 
система из d 4- 1 таких линейных подпространств, что ЛосД,с:• • -c.4d. 
Если размерности этих подпространств соответственно равны а0,-« 
то (/-плоскость удовлетворяет условиям Шуберта լ«0,•••(/,<), если она 
пересекает /10 не менее, чем в точке, 4։—не менее, чем по прямой и 
т. հհ /Ա ։ —не менее, чем но (d — 1)-мерно.му подпространству и если 
она лежит в .4./. Известно, что отображение многообразия Шуберта 
является неприводимым алгебраическим подмногообразием грассма
нова многообразия. Размерность и порядок этого отображения равны 
соответст вен но числам

1 о I
ч.. - Ջ «< - Т <'<“ +1). ял„. ..Կ - -ВЬ-П (« ֊ м.

(3.1) 
Нетрудно заметить, что совокупность (/-плоскостей, пересекающих 
данную (/-плоскость по (մ — 1)'-нлоскости, образует шубертово мно- 
ообразнс с. условием (I. 2,---, d, п). Следовательно, размерность и 

порядок его отображения в Рд равны соответственно числам и и 
С՛- ,, Но так как это отображение является конусом (асимптотиче
ским) с вершиной в точке отображения данной (/-плоскости и этот 
конус лежит в касательной р-ллоскосги многообразия 12 (Ժ, я), то 
только общая ь— //.-мерная плоскость будет пересекаться с этим ко
нусом в конечном числе точек и число этих точек будет равно С* ։.

Опре д елей и е. Мы говорим, что а-семейство (/-плоскостей 
имеет s-мерное фокальное подпространство (или просто s-фокус), если 
все (/-плоскости первой дифференциальной окрестности каждой (/-пло
скости семейства проходят через некоторое s-мерное подпространство.
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«<сёмейство {/-плоское гей будет иметь конечное число однонара- 
метрпческих подсемейств с фокальным (</ - D'Подпространством 
тогда и только тогда, когда касательная с-плоскжть его отображе
ния в P.v будет пересекаться с асимптотическим конусом по конеч
ному числу образующих прямых. Но если (р —///֊плоскость пересе
кает этот конус в конечном числе точек, го только (? - п ■ D-мер
ная касательная плоскость будет удовлетворять нашему требованию. 
Если «>р—//■•4-1, то такое семейство содержит бесконечно много 
подсемействе фокальным (d — D-подпространством. Таким образом: 
а-семейство d-плдскостей допускает оанопараметрические подсе
мейства ( фокальными (d — \)-подпространствами тогда и только 
тогда, когда а > d (п — d — 1) 4- 1. Только в случае равенства се
мейство содержит конечное число таких (фокальных подсемейств. 
Число этих подсемейств равно Ct{n_v

В случае, когда касательное подпространство «-семейства имеет 
размерность и— г, теорема остается верной, если вместо// взять 
л — г.

Мы сейчас докажем аналогичную теорему для s-фокальных под
семейств. Нетрудно доказать, что совокупность а-плоскостей, пере
дающих фиксированную ժ-плоскость не менее, чем по s-мерному 
Подпространству, образует шубертово многообразие с условием 
(d — s. d — s 1 I,-• •, մ. п — d 4֊ s 4- 1 ,• • •. «)- С помощью (3.1) мы 
найдем размерность и порядок этого многообразия. Рассуждения, ана
логичные рассуждениям предыдущей теоремы, приводят к следующе
му результату: и-ссмейство d-плоскостей содержит однопарамет
рические подсемейства о фокальными տ-нодпространствами тогда 
и только тогда, когда a ($4-I) (// 2rf4s)4l. Только в случае 
равенства семейство допускает конечное число подсемейств с (фо
кальными տ-иодпространствами. Число таких подсемейств не пре
вышает порядок шубертова многообразия.

Из этого результата по принципу двойственности непосредствен
но получается другая теорема: и-париметрическое семейство d-пло- 
скоетей содержит однопараметрические подсемейства с касатель
ным s-подпространством- тогда, и только тогда, когда 
а . {и — տ) (2<Z —s | 1) 4֊ 1. Равенство соответствует случаю, когда 
а-семейство содержит конечное число таких подсемейств.

Теперь найдем уравнения фокальных подсемейств. Пусть точка 
х'А< принадлежит подпространству пересечения двух бесконечно 
близких {/-плоскостей а-семейства. Тог ia (г/01.7/. л-’Л, ) = 0, что рав
носильно системе

A-'u>f = 0, / = р — d 4- 1,-• •. //, (3.2)

и определяет фокусы и фокальные направления. Как мы видим, ре
шение этой системы зависит от ранга .матрицы

(աք). (3.3)
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Если существуют такие направления (фокальные), для которых ранг 
этой матрицы меньше </~1. то существуют фокальные точки х‘ на 
(/֊плоскости. Если ранг матрицы (3.3) для некоторых однопара
метрических подсемейств равен d — ճ. то эти подсемейства явля
ются տ-аюкальными (см. |6|).

§ 4. Огибающие многообразия

Пусть ч'У определяют однопараметрическое фокальное подсе
мейство (/-плоскостей «-семейства. Если это подсемейство рассматри
вать как точечное многообразие, то оно будет поверхностью размер
ности rf-j-1. Касательная плоскость этой поверхности в некоторой 
точке уМ։- будет определяться грассмановым произведением

(4.1)

Если точка y':Ai совпадает с фокусом подсемейства, то касатель
ная плоскость в этой точке в силу (3.2) будет неопределенной. Ка
сательные плоскости (4.1) в точках д--глу для различных значе
ний ՝! совпадают друг t другом. Таким образом, мы получаем ана
лог развертывающихся поверхностей трехмерного пространства.

Теперь будем искать такое £-мерное подпространство (Л-фокус) 
(/-плоскости а-семейства, которое принадлежит всем (/-плоскостям 
дифференциальной окрестности первого порядка. Геометрическое 
место таких ծ-мсрных подпространств будет называться о г и ба ющн м 
многообразие м а-с е м е й с т в а.

Пусть точка xlAt принадлежит ^-подпространству. Тогда соглас
но нашему требованию система (3.2) должна выполняться для любых 
die, т. е.

х1а^~ 0. (՜ = 0---(/, р = d 1, •••,«, х= !,•••,«. (4.2)

Если ранг матрицы (а£ ) (/' индекс столбцов) равен մ-k. то /.’-мер

ное подпространство принадлежит дифференциальной окрестности пер
вого порядка. Таким образом: а-параметрическое семейство d-пло
скостей имеет огибающее многообразие k-плоскостей тогда и 
только тогда, когда ранг матрицы (a?) (i индекс столбцов) 

равен d — k.
В случае, когда k = 0 в а = d, огибающее многообразие явля

ется (/-мерной поверхностью, а дифференциальная окрестность (/-пло
скостей заполняет соприкасающееся пространство этой поверхности.

Резюмируя рассуждения, связанные с матрицей компонент тен
зора MW в”ДИм, ЧТО когда р является индексом столбцов (или 
строк) матрицы (а‘"), то ранг этой матрицы определяет размерность 

касательного подпространства. Когда / является индексом столбцов 
(или строк), то ранг матрицы характеризует существование огибаю
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щего многообразия. Наконец, когда /. является индексом столбцов, 
то ранг матрицы (йф) не может быть ниже числа а. так как наше 

семейство существенно зависит от а параметров.

§ 5. Асимптотические и сопряженные направления 
на Զ(մ, п)

Асимптотические формы грассманова многообразия, как и любой 
другой поверхности, определяются требованием, чтобы второй диф
ференциал текущей точки лежал на касательной плоскости. В силу 
(1.2) это требование приводит к системе

ифоф ифиф = 0; 1էյ = ճ՝-ւ1\ p.q — d |- I • • -и. (5.1)

Нетрудно заметить, что грассманово многообразие всегда, (независи
мо от d и п) имеет асимптотические направления. Асимптота- 
чес.кие линии являются прямыми и в каждой точке образуют 
асимптотический конус с вершиной в этой точке. Всё образую
щие этого конуса принадлежат Q(d,n}. Как было сказано выше, 
размерность и порядок этого конуса равны соответственно числам 
" » С2- г

Действительно, каждая образующая прямая грассманова много
образия есть асимптотическая линия. Следовательно, эти направления 
удовлетворяют системе (5.1). Обратно, если некоторое направление 
на касательной плоскости является асимптотическим, то оно с грас
смановым многообразием имеет но меньшей мере три общие точки, 
следовательно, оно является образующей и принадлежит асимптоти
ческому конусу.

Каждая линия на грассмановом многообразии представляет од- 
нояараметрическое семейство մ-плоскостей пространства Кел и эта 
линия огибает асимптотические направления, то каждая մ-плоскость 
однопараметрического семейства со своей соседней пересекается 
по (մ — 1)-мерно.му подпространств}' (г. е. 1-семейство является 
(մ 1)-фокальным).

Теперь перейдем к сопряженным направлениям грассманова мно
гообразия. Касательная двумерная плоскость этого многообразия мо
жет пересекаться с асимптотическим конусом по двум (не больше) 
Образующим прямым. Те направления, которые гармонически делят 
эти две образующие, называются сопряженными направлениями. Если 
оф определяют одно направление, а Հ другое направление, то они 
называются сопряженными, если обращают в нуль все полярные 
формы системы (5.1).

§ 6. Проективное соответствие, установленное двумя
1-семействами

Пусть формы оф и оф определяют два олнопараметрических се
мейства մ-плоскостей, которые имеют общую մ-плоскость 0-• ֊մ. Па
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грассмановом многообразии они представляются двумя пересекающи
мися линиями. Как и в § 3. мы их .можем рассматривать как две 
(Ժ 4-1)-.мерные поверхности. Касательная (Ժ 4 1)-мерная плоскость 
первой поверхности в точке О—-с/) определяется грассмано
вым произведением (/!<>••-А/, д-'юрДД а касательная (d 4-1)-мерная 
плоскость второй поверхности в точке у1 Ai определяется произведе
нием (Ао---А,1, у‘^Ар)-, эти две плоскости совпадают тогда и только 
тогда, когда выполняется условие

Л-1' mf ֊= ку1 աք, (6.1)

где /-—некоторый коэффициент пропорциональности.
Из этой системы, исключая получим

д՜1 : y‘u>f+։ — • • • — х1 ‘Հ1 : v1 աք. (6.2)

Число этих уравнений равно n — d - 1. Каждой точке у будет со
ответствовать единственная точка х1 тогда и только тогда, когда число 
независимых уравнений в системе (6.2) будет равно d. Следователь
но. для решения задачи необходимо л. = 2^4՜!. Но касательное под
пространство первого семейства в общем случае как раз имеет раз
мерность 2d 4- 1. следовательно, с помощью выбора координатного 
тетраэдра (см. § 1) можно добиться того, чтобы обратились в пуль 
формы <՚>ք. i — Q---d.p 2d•-п. Этот факт показывает, что ва
ше требование не ограничивает общности первого семейства. Так как 
каждая каса тельная d 1 -плоскость первой поверхности является ка
сательной плоскостью (:։ некоторой другой точке) второй поверхности 
и наоборот, то касательные подпространства этих двух семейств сов
падают. В силу (6.2) каждой точке л'2 соответствует единственная 
точка у и наоборот, и это соответствие в общем случае является 
невырожденным проективным соответствием. Неподвижные точки та
кого проективного отображения соответствуют собственным значе
ниям /.-матрицы (<«>f—/.ш?).

Итак, если два оонопараметрическпх семейства d-пл ос костей 
имеют общую d-плоскость и их касательные (2d 4- 1)-подпро
странства совпадают, то на общей d-плоскости возникает проек
тивное соответствие х!--у‘, согласно которому касательная в 
точке х‘ (d — (^-плоскость одной {а ~ \)-поверхности касается 
другой (d 4- 1}-поверхности в точке у1.

§ 7. Проективное соответствие, установленное двумя 
фокальными 1-семействами

В этом параграфе мы предположим, что касательные подпрост
ранства обоих 1-семейств совпадают и имеют размерность d -г, где 
г Հ d. В таком случае ранг матрицы (<Հ'). i - 0- • -d, р=г/-}-1,- • •, d-\-r 
равен числу г и, следовательно, каждое 1-семейство имеет (d — r)~ 
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-фокус ((d — г) ֊мерное фокальное подпространство). При доказатель
стве мы ограничимся случаем, когда г = d, т. е. когда фокус яв
ляется точкой.

Совпадение касательных (d ֊• 1)-плоскостей двух I-семейств в 
точках касания х‘ н у'. как и прежде, устанавливает соответствие

л'»՛/’ /./աք, ք = Օ-”ժ; ռ մ-ք-Խ--2<ք. (7,1)

Если и yj являются фокусами первого и второго 1-семейств, то из 
•(7.1) следует, что эти фокусы соответствуют друг другу, ибо из 

0 следует y'<of 0. В силу (7.1) каждой точке л' соответ
ствуют точки у*. лежащие на прямой у*у;’,. и наоборот. Таким обра
зом. мы получаем две связки прямых с центрами х‘, и \՚լ, между лу
чами которых устанавливается взаимио-однозначное (проективное) со
ответствие. Докажем, что соответстие между этими двумя связ
ками. прямых не может выть перспективным, т. е. прямая л'оуй нс 
может быть неподвижной в этом соответствии, если фокусы различны. 
Действительно, пусть точке пх^ :֊у'։ соответствует некоторая другая 
точка -Հ (-ոՀ этой же прямой. Тогда в силу (7.1) будем иметь

(4 т *Հ) «>ք = X (;ւ.Հ ֊I- у') Հ.

но в силу .Հ<Հ - 0 и у]р>* 0 последние соотношения можно напи
рать в виде

(**' Դ *Ур (‘Հ - «О 0.

Согласно нашему предположению, эти равенства удовлетворяются для 
всевозможных значений чго приводит к .ր'Հ" — О, yj«»f 0. т. е. 

-\'о Уо. и георема доказана.
Если два 1-семейства имеют совпавшие фокусы, то они здесь на

зываются к о и ф о к а л ь н ы м и.
Мы здесь ограничивались случаем, когда г — d. Р. общем слу

чае (когда ր<:ժ-|-1) аналогичные рассуждения приводят к такому 
окончательному результату: если два 1 -семейства d-плоскостей 
имеют общую d-плоскость и если их касательные подпростраш тва 
совпадают, то в этом (и только в этом) случае на общей d-пло- 
скдсти устанавливается проективное соответствие двух связок 
{d - г 4- 1)-.и(?^«ыл- подпространств с центрами в двух (d — г)-фо- 
кусах этих семейств. Это соответствие не является перспек
тивным. вели, семейства не к он тока льны.

§ 8. Проективное соответствие подпространств

Рассмотрим опять два 1-семейства ժ-плоскосгей, которые имеют 
■общее касательное подпространство. Пусть они определяются теми 
же формами и -Հ. Совокупность касательных (d 4- 1)-плоскостей 
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(ժ 1)-поверхности вдоль одной прямой д>т։ лежит в определенном 
(d 4- 2)-лодпространстве. Действительно, касательная плоскость в 
точке л'п ; определяется грассмановым произведением

(До՛---. -U Ц-|-Ц)«>?Др).

Следовательно, (я 4- 2)-плоскость

(8.1> 

является подпространством минимальной размерности, содержащей все 
касательные (մ-Е I)-плоскости вдоль прямой л'пл։, если, конечно, эта 
прямая не проходит через фокус семейства.

В силу ассоциативности грассманова произведения, из (8.1) по
лучим

(До- ■ • Лг, Գ Ро<Р։> (8-2>

где - точечные грассмановы координаты прямой л-оа։. а квадратные 
скобки означают альтернирование. Мы в дальнейшем подпространство 
(8.2) назовем касательной плоскостью 1-семейства «Հ 
вдоль прямой է՛-1'.

Требование совпадения касательных плоскостей двух 1-семейств 
приведет к соотношениям

^Й։7Л/*=Хшйи՝? । *,А • (и.з>
которые устанавливают соответствие между прямыми մ-мерпой пло
скости. Это соответствие также проективное (коллинеация в (64 . I)- 
мерном пространстве). Если одно из Ь.еемеЙств имеет фокус любой 
размерности, то другое также обладает фокусом гой же размерности^ 
и они соответствуют друг другу в этом соответствии.

Точно так же можно установить проективное соответствие между 
подпространствами любой размерности .•»<</.

§ 9. Двупараметрические семейства

Сначала докажем теорему: Рели касательные поопростран- 
ства любых двух 1 -подсемейств 2-сёмейст.ви лежат в некотором 
подпространстве минимальной размерности (которая называется 
л и н е й ной о б о л о ч к о й для первых двух подпространств), тс ка
сательное подпространство 2-семейства. совпадает < этой линей
ной оболочкой.

Действительно, пусть два 1-подсемейства определяются уравне
ниями did = 0, du- = 0. их касательные подпространства в силу (1.4) 
напишутся в виде (До-•-.4./, а'^Ар,-• -а^А,,) и (.-Լ-<-/ԼԴ о'1,.4„-• -ag2Ap). 
Если линейная оболочка этих двух подпространств имеет размерность 
/, то касательное подпространство 2-семейс-за также будет иметь 
размерность /. ибо в силу (1.4) оно образуется из тех же точек, что 
и эти два подпространства.
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О п реде л е и и е. Два однопараметрических подсемейства гармо
нически пересекаются (или инвЪл1ОЦНонны), если проективное соот
ветствие. устанавливаемое этими 1-семействами, является инволю
ционным.

Из этой теоремы следует, что только такое 2-семейство может 
допускать гармонически пересекающиеся подсемейства, размерность 
касательного подпространства которого < 2d 1.

Предположим, что размерность касательного подпространства 
равна 2ժփ1. Тогда в силу §3 это 2-семейство обладает 0-фо- 
кальными подсемействами. Фокусы будут удовлетворять уравнениям

л'^ = 0. i 0--«Հ 1---2Ժ4-1. (9.1)

а фокальные подсемейства—одному уравнению

И 1 = 0. (9.2)

Пусть фокальное направление определяется уравнением du- = 
тогда (9.2) даст ровно d ]- 1 решений Ф, а система (9.1) для каждого 
Հ даст один фокус. Таким образом: 2~семеЬствп d-плоскостей с ка
сательным {'2d - \)‘П.одпространсп1вом имеет d • 1 О-аюкусоеп d 
^-фокальных направлении*. Для наиболее общего 2-семейства ли
нейная оболочка d ; 1 фокусов совпалае՜! с Ժ-плоскостью. Следова
тельно, можно точки Л/ совместить с фокусами, а точки Лг-յ֊ւ взять 
на касательной 2-плбскостн поверхности At. Тогда все формы <•>•", 
кроме »>'/•'**. будут тождественно обращаться в нуль и матрица («Հ ) 
станет диагональной. Фокальные направления будут определяться 
уравнениями ֊ 0, / = 0---մ.

Пусть ю|’ и աք-два I-подсемейства нашего 2-семейства. Тогда 
коллинеация (7.1) на «'-плоскости напишется в простом виде

л-Пп-/---'4-1 = f.y1 <«Հ՚+՚+։ (Не суммировать по /). (9.3)

Неподвижные точки этой коллинеации совпадают с фокусами 2-се
мейства. Соответствие (9.3) вырождается тогда и только тогда, когда 
одно из 1 -подсемейств является фокальным.

Соответствие (9.3) даст возможность применять всю теорию про
ективных преобразований в построении однопараметрических подсе
мейств 2-семейства, обладающих соответствующими геометрическими 
свойствами. Например, эго соответствие является инволюцией тогда 
и только тогда, когда

и<И֊Ни г, = ± 1.

О .-сюда следует, что если одно одноиарамстрическое семейство 
մ-плоскостей задано отношением форм ւ«Հ+/4՜։, то существуют ровно

: 1.<>ка латсгпо теоремы принадлежит Шепеленко j7].
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2d ’ однопараметрнческнх семейств d-пл ос костей, каждое из которых 
гармонически пересекается с первым однопараметрическим семейством. 
Как известно, два 1-семейства гармонически пересекаются, если каса
тельные id 1) плоскости их точечных многообразий в точках каса
ния л и у совпадают, и это свойство является взаимным для всех 
точек մ-плоскости, т. е. если касательные (d ֊~ 1)-плоскости первой 
(d -(-1)-поверхности в точке л* и второй (մ֊֊ 1 ^поверхности в точке 
у совпадают, то касательные плоскости первой поверхности в точке у 
и второй поверхности в точке Л' также совпадают. Таким образом, 
получается следующая теорема: если касательное подпространство 
двупараметрического семейства d-мерных плоскостей имеет раз
мерность 2d 1, то существуют 2‘1 1 однопараметрических под
семейств, каждое из которых гармонически пересекается с произ
вольно запанным однонарам.етрическим нелокальным подсемей
ством. При е/=1 получаются гармонически пересекающиеся линей
чатые поверхности конгруэнции прямых трехмерного пространства.

Два однопараметрических подсемейства называются гармонически . 
пересекающимися типа х (х < d), если 1) их точечные (մ-f-1)-мерные 
поверхности пересекаются но մ-плоскос.тп и если 2) проективное со
ответствие между տ-мерпыми подпространствами общей մ-плоскости, 
установленное этими двумя (d . 1 ^поверхностями, является ипволю- 

пней. Если / —грассмановы координаты х-мериого подпростран
ства մ-плоскости. то это проективное соответствие для Двух I-подсе
мейств и пишется в виде

մ-/ . ''Ч֊Н .-A.--/,֊ rf+G-H
A> 'л '• Ա

(не суммировать по /0-••/,).
Условие инволюциоипостп пишется в виде

մփԼ4-1 _ , , rf+L -rl•Հ+'. 1...... if- 4 - ± տ/Հ'. • ‘ - to ■ 4 .

Для каждого нефокального 1-подсемейства можно найти определен
ное количество 1-подсемейств, которые с ним дают гармоническое пе
ресечение типа х.

Из геометрических соображений следует, что если дна I-семей
ства имеют гармоническое пересечение тина х, то они одновременно 
имеют гармоническое пересечение типа больше s. Обратная теорема 
не верна. В частности, каждые два I-подсемейства нашего двупара֊ 
метрического семейства всегда имеют гармоническое пересечение 
типа մ.

Как мы видели, все полученные нами проективные преобразова
ния на մ-плоскости семейства были неСпециальнымп (их матрицы име
ли диагональный вид). Если предполагать, что линейная оболочка 
всех фокусов нс совпадает с մ-плоско.стыо семейства, го в таком слу
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чае можно ожидать только специальных проективных преобразований 
на d-плоскости.

Далее .мы предполагали, что касательное подпространство 
2-ссмеЙства имеет размерность 2d 1. Пусть теперь размерность ка
сательного подпространства равна 2d г, тогда каждое однопарамет
рическое подсемейство будет иметь ր-фокус (/-мерное фокальное под
пространство). Следовательно, два I-подсемейства устанавливают 
проективное соответствие двух связок (гф 1)-подпространств. верши
ны которых совпадают с ր-фокусами данных 1-подсемейств (см. пара
граф 7). В этом случае также рассматриваются инволюционные со
ответствия двух 1-подсемейств. Заметим, что с помощью таких ин
волюционных соответствий на двумерной поверхности четырехмерного 
проективного пространства были обнаружены сети линий (инволю
ционные), которые обладают замечательными геометрическими свой
ствами (см. [3,4], там они называются ассоциированными сетями).

§ 10. Семейства, обладающие гармонически пересекающимися 
1-подсемействами

В этом параграфе мы найдем тс семейства մ-плоскостей, каж
дое однопара.метрическое подсемейство которых пересекается гармо
нически с некоторым однопараметрическим подсемейством того же 
семейства.

Допустим, что некоторое л-семейство fZ-плоскостей обладает 
этим свойством. Возьмем произвольное однонараметрнческое подсе
мейство этого семейства. Ни грассмановом многообразии это подсе
мейство будет представляться некоторой линией. Если это подсемей- 
мейство достаточно общее, то его касательное подпространство имеет 
размерность 2d - 1 В силу результатов предыдущего параграфа ^-се
мейство должно содержать то дву паря метрическое семейство, кото
рое имеет то же самое касательное подпространство, но это в общем 
случае возможно тогда и только тогда, когда

а = (б/ 4֊ |) (п — 2d - 1) ф 2.

Итак, каждое однонараметрнческое подсемейство наиболее 
общего а-параметрического семейства гармонически пересекает 
некоторое однопараметрическое, подсемейство тогда и только 
тогда, когда а = (մ -г- 1) (п — 2d — 1) ф 2. Если a>(rf-»-l)X 
X (п — 2d— 1) ф 2, то каждое однопараметрическое подсемейство 
этого семейства гармонически пересекает бесконечно много оанопа- 
р'а метрических подсемейств. В случае, когда а (</ф I)(/x —2d— I) • 2. 
как уже известно. каждое однопараметрическое подсемейство 
пересекает гармонически не одно, a 2'f՜1 однопараметрических под
семейств.
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§11. Фокальное многообразие семейства

Если «-семейство մ-плоскостей рассматривать как точечное мно
гообразие, то оно будет представлять поверхность размерности а 1-մ 
в пространстве размерности и (предполагаем «>a'4֊rf). Касательная 
(a -f- d)-плоскость этой поверхности в точке x'A^i 0---մ) опре
деляется грассмановым произведением

(Л0• • • Ль х1 а^Ар, • • ■ х1 а^Ар). (11. Ո

Эта касательная (մ-|-ճ)-плоскость не определена в точках, для ко
торых ранг матрицы (т'а£) ниже числа а. Такне точки называются 
особыми, а геометрическое, место особых точек на Ժ֊плоскости 
называется особым м н о г о о б р а з и е м. Нетрудно заметить, что 
особые точки совпадают с фокусами ժ-плоскости а-семейства. Дей
ствительно. фокусы и фокальные направления а-семейства определя
ются системой х1^ = х{а;\!их =0. Эта система имеет решение отно
сительно если ранг матрицы (aFdtt*) ниже числа d --1 для неко
торых (фокальных) направлений. 1-1 наоборот, та же система будет 
иметь решение для dll'- тогда и только тогда, когда ранг матрицы 
(а^л'О ниже числа а. Следовательно, те точки, для которых ранг 
матрицы (я£л") ниже числа а являются фокусами.

Таким образом, для фокальных направлений ранг матриц!! 
(a?du*) должен быть меньше числа rf4-l, а для фокусов ранг 
матрицы (afxA" ) должен быть меньше числа а. Эта теорема верпа 
и в том случае, когда не удовлетворяется неравенство հ?Հ>Ժ4-ճ.

Геометрическое место всех фокусов ^-плоскости а-семейства 
называется фокальным многообразием. Оно является алге
браическим многообразием на Ժ-плоскости, и его уравнениями будут 
все миноры высшего порядка матрицы (.V «;՛;). обращенные в нуль.

Представляет особый интерес тот случай, когда вышеуказанная 
матрица имеет квадратный вид. В этом случае a n — d н, следова
тельно, семейство будет конгруэнцией (см. *6]). Для конгруэнции 
получается единственное уравнение фокального многообразия, кото
рое имеет вид

1*41 0.
Следовательно, фокальное многообразие конгруэнции d-пласкастей 
я вл яе.те я ал гебраич некой г и и ер и о вёрхност ью d - п о дп р ост ране те а 
конгруэнции. Порядок этого многообразия равен числу а. Напри
мер, фокальное многообразие конгруэнции прямых в Р3 совпадает с 
двумя фокусами луча, а для конгруэнций 2-плоскостей в /Д оно яв
ляется кривой второго порядка и г. д. 11з этой георемы, как следст
вие. получается, что (л — 1 )-параметрическое семейство прямых в 
Рп имеет на каждом луче ровно и — I фокусов и столько же фо- 
кальных направлений.
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Касательная плоскость (11.1) в фокусах снижает свою размер
ность и тогда она называется (ի о к а л ь н о й п л о с к ость ю. Размер
ность фокальной плоскости зависит от ранга матрицы U4</''). Если 
ранг этой матрицы равен г. то размерность фокальной плоскости в 
■фокусе а/ ра вна d 4- г.

Рассмотрим совокупность касательных (а -}- а)-плоскостей в раз
личных точках плоскости семейства. Две такие плоскости в точках 
х‘ и у1 совпадают тогда и только тогда, когда

—= Q.

где /—некоторый коэффициент пропорциональности.
Эта система имеет ненулевое решение тогда и только тогда, 

когда ранг матрицы (а£) (/ индекс столбцов) меньше числа d 4-1. 

Если ранг этой матрицы равен d г. то, как известно, наше семей 
сгво будет Гтфокальны.м, т. е. все //-плоскости окрестности первого 
порядка будут принадлежат։, некотором} /--мерном; подпространству.

Таким образом: касательные плоскости (11.!) в различных 
точках касания совпадают тогда и только тогда, когда а-се- 
мейство имеет фокус и прямая, проходящая через точки касания 
этих плоскостей. проходит через этот фокус семейства.

С помощью теории шубертовых многообразий легко доказыва
ется, что если л-семейсгво является г-фокальным, то через каждую 
точку (Ժ4-^-поверхности проходят оо(/ (г 4-1)-плоскостей, при
надлежащих //-плоскости. вдоль каждой из которых касательная 
d֊ а-плоскость не меняется. Эго свойство г-фокального а-семейства 
ժ-плоскостей является аналогом свойства развертывающихся поверх
ностей трехмерного пространства.

При г — 0, a = d а-семейство d-плоскостей образует многообра
зие касательных плоскостей некоторой ^-поверхности. Этот факт поз
воляет распространить все полученные результаты на теорию много
мерных поверхностей л-мерйого пространства, о которых мы будем 
говорить ниже.

§ 12. „Тангенциальный* подвижной репер

Для дальнейшего исследования очень важно введение так назы
ваемого подвижного тангенциального репера. Элементами этого ре
пера являются грани (гиперплоскости) нашего точечного репера А{. 
Если элементы этого репера обозначим через а’(я 0-• •/։), где

л’ (—IfOl.- .a-l, а-М.-Тй, (12.1)

и тангенциальные координаты произвольной гиперплоскости т через 
А’,, то нетрудно заметить, что

2 Известия ЛИ, серки физ.-иат. наук, X։ 3

(12.2)
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Каждое Z?-мерное подпространство имеет, одновременно два гишг 
а».»•։.

координат: I) это точечные грассмановы координаты է , когда 
к-подпространство определяется своими к 4֊ 1 точками:2) тангенциаль
ные грассмановы координаты 7^ когда Л-подп ростра ист во оп

ределяется как пересечение п — к гиперплоскостей. Между точечными 
и тангенциальными грассмановыми координатами одного и того же 
//■подпространства существует простая снизь

. (12.3>
Ло лп 1п~л ап '

гдея0---аЛ любая перестановка чисел 0,---. п причем, Ч,...-»,, 1
или 1 в зависимости от четности или нечетности этой перестановки.

Дифференцируя (12.1), в силу (1.1), получим инфинитезималь
ное перемещение элементов тангенциального репера, которое также 
имеет простой вид

da? = — «>• а\ (12.4}
§ 13. Касательные гиперплоскости и касательный конус

Определение. Гиперплоскость называется каса
тельной, если она содержит две бесконечно близкие մ-плоскости 
//-семейства. Однопараметрическое подсемейство, в котором берутся 
эти две մ-плоскости, называется п идее м е й с т в о м с к а с а т е л ь- 
н о й гиперплоскость ю.

Пусть гиперплоскость f — Xflap, р - մ -֊- 1.•••,// является каса
тельной. Тогда в силу определения мы должны иметь

df 0 mod (adil- • -а").
что приводит к системе уравнений

A7wf О НЛН X/։apdu? 0. (13.1}

Эта система имеет ненулевое решение относительно X,, тогда и 
только тогда, когда ранг матрицы (a'։dir) для некоторых 1-подсе
мейств (подсемейств с касательной гиперплоскостью) меньше числа 
п d. Отсюда следует, что если d<ii — d 1, то каждое /-подсе
мейство любого а-семейства является подсемейством с касательной 
гиперплоскостью. Очевидна также следующая теорема: если d>n -

d I. каждое I-подсемейство любого а-семейства является фо
кальным подсемейством. Из этих двух теорем вытекает следующий 
важны;':, но почти очевидный результат: если п с 2d •{-1. то любое 
а-семейство d-плоскостей либо имеет фокальные /-подсемейства 
(когда df>n մ-1). либо—1-подсемейства с касательной гипер
плоскостью (когда. d и մ-I). либо обладает и (фокальны чи 
/-подсемейства чи и 1-пореечен< швами с касательной гиперплоско
стью. Последнее утверждение этой теоремы будет установлено ниже.

Пусть раш матрицы (a" du') равен п —а—г, тогда решение си
стемы (13.1) будет (п — Н-мериым подпространством, совпадающим с 
касательным подпространством данного I-подсемейства.
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Совокупность касательных гиперплоскостей для всех 1-подсе
мейств «-семейства образует некоторый конус, вершина которого 
совпадает с մ-плоскостью «-семейства. Этот конус называется ка
сательным. Его уравнения мы получим, если будем приравнивать 
нулю все миноры высшего порядка матрицы:

(Х^). (13.2)

Как видим, касательный конус является алгебраическим многооб
разием.

Представляет особый интерес тог случай, когда матрица квад
ратная. г. е. когда а а ■ В этом случае «-семейство называется 
псевдоконгруэнцией. Касатальный конус псевдоконгруэнции будет оп
ределяться одним уравнением, следовательно, касательный конус 
тебдокрнгруэнции d-мерных плоскостей является гиперконусом 
класса а. Из этой теоремы, как следствие, вытекает, что (// \\-na-
рпметрическое семейство (п - 2)-мерных плоскостей, вообще го
воря, имеет п— 1 касательных гиперплоскостей. Для трехмерного 
случая имеются две касательные плоскости, которые совпадают с фо
кальными плоскостями конгруэнции. В работе |3| бы. найден каса
тельный конус для 2-семейства прямых.

Как мы уже доказали, любое а-семейство մ-плоскостей либо со
держит фокальные подсемейства, либо подсемейства с касательной 
гиперплоскостью. Случай п = 2d Д-1 является исключением. Однопа
раметрическое семейство մ-плоскостей г։ (2մ-ք֊ 1 ^пространстве, во
обще говоря, действительно не фокальное и нс имеет касательной 
гиперплоскости, но лвунараметрическое семейство в том же про
странстве уже имеет фокальные подсемейства, эти же подсемейства, 
как легко заметить, имеют одновременно касательные гиперплоско
сти. Следовательно, существует только одно семейство d-плоско
стей, которое и не фокально и не обладает касательной гипер
плоскостью. Это общее однопараметрическое семейство d-плоско- 
cme.fi в пространстве Բ^~\- Все остальные семейства, либо обла
пают фокальными подсемействами, либо подсемействами с каса
тельной гип ерплоскостью.

Из системы (13.1) непосредственно вытекают уравнения каса
тельного подпространства «-семейства в тангенциальных координатах. 
Так как в этом подпространстве должно лежать касательное подпро
странство каждого 1-подсемейства, то эта система должна удовлет
воряться для всех отношений due, т. е.

=0. (13.3)

Это и есть система уравнений касательного подпространства <1.4' в 
тангенциальных координатах. Если ранг матрицы а>’(р—индекс столб

цов) меньше числа // — մ и равняется п d г. то размерность ка
сательного подпространства (как известно из § 4) равна и —г.
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Уместно здесь добавить результат из § 3 о том, что «-парамет

рическое семейство содержит однопарзметрическне подсемейства с 
касательными s-подпространствами тогда и только тогда, когда 
и (п■— տ)(2մ-տ - - I) — 1. Равенство соответствует случаю, когда 
семейство содержит конечное число таких подсемейств.

Легко заметить, что если размерность касательного подпрост
ранства 1-подсемейства равна տ. то это подсемейство имеет (2Ժ-տ)- 
- фокус.

§ 14. Число фокусов и касательных гиперплоскостей 
семейства

В этом параграфе будем рассматривать только такие «-семей
ства Ժ-плоскостей, которые имеют конечное число 0-фокусов и каса
тельных гиперплоскостей. Так как в первом случае տ 0 (ем. § 3), 
то а п 2Ժ4-1, т. е. только (а — 2d 4֊ ^-параметрические се
мейства имеют (S-фокусы в конечном числе.

Как известно, фокусы и фокальные направления удовлетворяют 
системе

a&(du' 0. (14.1)

Эта система имеет конечное число решений относительной л՜1 тогда 
и только тогда, когда ранг матрицы

(a^dir) (14.2)

равен числу d. Это требование накладывает ровно а — 1 независимых 
условий на дифференциалы dir (в виде а—1 уравнений, каждое из 
которых имеет порядок d 1 относительно неизвестных d.r). Эти 
условия дают, вообще говоря, (d 1)" 1 решений (п силу теоремы 
Безу). Следовательно, наше семейство имеет («' • 1)" ’ фокальных 
однопараметрических направлений. Внося каждое из этих решений в 
систему (14.1). получим один фокус. Таким образом, семейство бу
дет иметь всего (d I)՛7 1 фокусов. Но это число пас не всегда 
удовлетворяет. Например, для грехпараметрического семейства пря
мых вчетырехмерном пространстве это число равно 4, но ՇՀ г(см. §3) 
для этого случая равно трем. Такое несоответствие связано с пред
положением. что вышеуказанная алгебраическая система имеет 
(հ/4-I)*'՜1 решений, а на самом деле эта система имеет меньшее 
число решений. Для установления истинного числа фокусов и фокаль
ных направлении мы теперь решим систему, рассматривая ее как ли
нейную систему относительно неизвестых die (раньше мы ее рассма
тривали как линейную систему относительно a*j).

14тяк, для того, чтобы система (14.1) имела конечное число ре
шений относительно dir, необходимо и достаточно, чтобы ранг 
матрицы

«*) (14.3)
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был равен fl—1, что дает нам ровно d независимых условий. Каждое 
такое условие представляет алгебраическое однородное уравнение 
порядка а относительно неизвестных л*. Число решений такой си
стемы. вообще говоря, равно ал, Следовательно, число фокусов и фо
кальных направлений теперь равно ал. Это число также нас не всегда 
удовлетворяет (по той же причине), ибо оно не верно, например, для 
случая двупараметрического семейства մ-мерных носкостей в (2մ |-1)- 
■ пространстве. Следовательно, для количества фокусов одного и того 
же семейства получаем дна различных числа (մ НО" 1 и «'Հ По мы 
как в одном, так и в другом доказательстве пользовались теоремой 
Безу. Как известно (см. |1|, т. 11), теорема Безу справедлива только 
для неприводимых многообразий. Нетрудно заметить, что каждый 
минор высшего порядка матрицы (14.2) в случае а < d փ 1 является 
наиболее общим (следовательно, неприводимым) многочленом относи
тельно du' и наоборот, при а > մ - 1 каждый минор высшего порядка 
матрицы (14.3) является наиболее общим многочленом относительно л'1՜. 
Таким образом, когда а < մ 4-Լ число фокусов семейства равно 
(մ4-1)'; ։, когда a>d •• 1, число фокусов равно а՝‘. ('формулируем 
этот результат в виде теоремы.

Теорем а. Число фокусов и фокальных направлений а-се- 
мейства d-плоскостей, допускающего конечное число О-фюкальных 
подсемейств равно числу (d ■ 1)°՜’, если, d + I > а. и числу ad, 
если d փ I < а.

Теперь рассмотрим такие я-семейства մ-плоскостей. которые об
ладают конечным числом однопараметрических подсемейств, имеющих 
касательные гиперплоскости. В силу последней теоремы предыдущего 
параграфа для таких семейства 2մ и 3, т. только 2d—п-\֊3-па
раметрические семейства d-плоскостей облапают конечным чи
слом однопараметрических подсемейств с касательными гипер
плоскостями.

По принципу двойственности легко заметить, что касательные ги
перплоскости и Однопараметрические семейства с касательными гипер
плоскостями определяются системой

a^Xr.die - О

и по аналогии с предыдущей теоремой доказывается
Теорема. Число касательных гиперплоскостей и 1-подсе

мейств с касательными гиперплоскостями а-семейства., допу, каю
щего конечное число касательных гиперплоскостей, равно and 
если u — d<.a, и (п d)" если п ֊ մ > а.
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Ս. I». *1Ш1'1Ш1|Ьм|ши

ԲԱՋՍ՚ԱՋԱՓ ՃԱՐՌՈհԹՅՈհՆՆեՐՒ ԸՆՏՍԼՆՒՔՆԱԴ ՊՐՈՅԷԿՏհՎ.֊ 
ԴՒՖեՐեՆՑԽԱԼ եՐԿՐԱՋԱՓՈԽ^ՅՈհՆԸ (I)

Ա Մ Փ II Փ II հ Մ

Աշիւատէէէ ի1 լան մհջ 4իաարկվու մ են րացմտ չ>աի հա ր թ ավմ րււննե ր ի րն- 
ուտնիրների պրո չեկաիվ-է/իքին րենցիալ ե րկրտ չաէիաի/լան հիմնական հարէյերր, 
կապված րնաանիրի հարթւրէ թ լան առաջին կարդի դիֆերենցիալ շրջապա
տի հեաւ

Հիմնական արդլու.ն րներն и :пш ցվ it i մ են հանրահաշվական երկրաչավէա- 
իք լան ի>ատկապես նր՜ա շո։ րերալան րացմաձե ո t ի! րւ ւննե ր ի տ ե un ։ .իք լան ) ալ
նա թլտմր:
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