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Об одной задаче теории упругости для 
соетавного прямоугольника

В статье расематринается плоское р.анряжч иное состояние двух 
Ш|ри.\юу ։ ольных . гоеллненш i\ м<жду собой по сторонам у = I». 
ր՜7• .V - ./ (фиг. 11. На сторонах у -֊ hx и у = //„ лапы симметрично
распределенные относительно оси у нормальные* и касательные на­
пряжения. Па сторонах же л՛— / даны нормальные напряжения и
гл'ремгшения по направлению оси 
‘Ա՛ս. Касательные напряжения 
между слоями иргнебрсгаются 

Ш|. Материалы слоен имеют раз­
личные модули спру ; >.>•,’ i ll ; од и - 
И.фивые коэффициенты Пуас- 

.сонп.
Аналогичная задача для о ւ- 

норолногл прямоугольника рас- 
С«итр» на I р . > i •• |2|. В рабо­
ток |3| и |*1| рассмотрены яру- 

у. симме!ричиые относительно этой

гж задачи напряженного состояния сое гавно։ о прямоугольника.
Функции напряжении Эри для рассматриваемых прямоугольных 

определи к» гея я пиле рядов Фурье по тригонометрическим 
Фкциям. Коэффициенты этих рядов, в спою очередь, определяются 

а ниде бесконечных рядов известных величин, характеризующих 
лчдвниые внешихно нагрузку и перемсцуекия. Решения в случаях со- 

|rpi доточенных сил и равномерно распределенной нагрузки доведены 
■Ци числовых результатов. Исследовано распределение нормальных на- 
||р!.'Ж։.ниГ| на контакп при р.чэтичных отношениях модулей упругости 

рм.пкриалов.
1. Координатная система и размеры слоев, составляющих иря- 

Aiovru.ibHHK, показаны ня фиг. I.
Г Обозначим через <1>,. Հ. -Լ,. //;. и F., (/ 1. 2) соответ­

ствью функцию Эри. напряжения, перемещения и модули упругости 
рупоиетствующпх областях /Л (/ I,

I Функция напряжений Эри при отсутствии массовых сил удовле- 
фяг! 15,1 дифференциальному уравнению
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V֊<l> = "4|>/ 0 _ о‘Ф/ - 0 1 t 1
(/X՝ ՜՜/ЛН V (։ л

и каждой из областей /Л (/ «= 1. Ջ).
Напряжения через фуикшио Ф выражаются следующим образ։

., = ... = ^’Ф, __ (Ah
ժ\’= ’ > />л3 ’ ՜ f)xdy

перемещения определяются coo ւ ношениями

//> 1 ,Հ։>Լ1
F.i (J -Л- ՛Հհ ; Հր В,.

11.3
1 ] I՛ <А1ъ 

* F.t |J‘3?
Հր I

Цесь >—коэффициент I lyaccoini. .Հ. /Jr, и С, постоянные, котор: 
определяются из условий симметрии относительно осп у, т. <՛ 
/6(0. у)=-:1гу(0, у) = 0. и ил условия ՛? ( /. 0) = О.

На контакте Ф удовлетворяет |7| условиям

<7*4 •*
Ф, (■<•'>) Ф,(Л-.О). <v,֊ , (2 I

ՀՓ-. ։ г О՝ф.։
Ժ? ՜ '" 1 вудх- (1.4

где

Пренебрегая касительпыми напряжениями на контакте, буде 
имен.

ՀչՀ (( (г’Ф2
<fx(Jy ՜ • dxdy

Принимая, что внешнюю лаг рузк} и перемещение 

Н.о»

£՛<-֊/. У
можно представить сходящимися тригонометрическими рядами, рл 
смотрим плоское напряженное состояние составного при монгол ьнн. 
при следующих краевых условиях |3|

I.V. /Հ) ֊֊ 1 ’ ֊ X’ .Հ1 Сб5 Хк;ДГ,
г/д- — *

у ’>• * ։

-•՛; о.а,) =

Г/’Ф.
//№՛

/Al>j
/7հԺ\’ !v Л,

X' />'; ’Տ՛ա Յվ..\Հ 
t! i

(1.6

i 1J

3;г'(л-. -Հ) </:. cos jtx.



Об одной задаче л л я составного прямоугольтк;

“Й (-V. ֊ Խ = Ժ2Փ_2
О.х Оу _л

/’.-'Sill ZA-.V

Л-1
(1.7)

Հ’’(Ճ. /. v)= //4>? - v Հ’Ղ՝օտՀ\՚.
оу- I.,. , - *

Ժ-՚Փ.
■Հ;’է <.У» “ լ (1.81

ЛУ-
։■• j

(1.9)
S> / > 1 I i‘J oA\. I " .,.,Ւ=1 /•.. Ւ.«=՜ Հ'՛ 7 flv՜ I. ,

- ՛• ’ If I
ГДе

И Լ • '>.֊№ Ոյէ- ., <i-io>

Ihi основании симметрии относительно оси у функцию Ф(.с. у) 
можно определить только водной половине прямоугольника ьО-П).

Функции Ф։ и Ф- ишсм я следующей форме

Ф։ (л. yi- V |Д^'еИ з„у • /T’sh^.-y ■ -цу ((Հ1 ch г);у - /Հ’ sh »4у )| 
-ft-l

/‘1л՜ f \
>COS?M- v |A‘t’'ch\.v - --vv-sh \.v| cos • y. ((| ։i ; )(!.!!)

՜՜ I **

Փլ՚(-<. у) |.4^Ղ’հ 3/֊у ^V'sh Jj՝y ~ ’.-.У (Ղ՜ ‘’ll 7jl-v ՜ւ՜ Հ's՝’ 7,-v,l ' 
[

Rcosa,.v у Щ Ch-,...v ,՛■ .„Հ-Տհ ,y.( . ՝ Qp1-’’!

՜' ՜

НоДсгйляя (I.II) и (1.12) в условия (1.4) (1.6). получаем
К ։ւ։.գ =ււ. «;՛ <?;՛ о. ^֊գ՚՚-օ.

Й1’Чп®й, ф во sh»лЛ։ - y (Q։i<՝h ’a-^i х,Л։) - Հ.— . (1.13)
ai-

п:-)
A1-' ch ? .֊.<՛.. 8 sh a / A5 — h.. (СУ’ ch aAЛ„ — /.)<k-' sh «*Л-) — •J.

'Подставляя (1.11) и (1.12) в условия (1.8) и (1.9) н решая по-
-гучснные уравнения относительно 8Հհ и ՒՀ՛ (i — 1. 2). получаем
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a՜- 1 ՚ — —
ձ-cliV

)‘Г /.ւհ\/-4ո ՛

I
i dl

' -.V ■’!>. / )

րՀ>-
(I r-V

է՜

Подставляя (1.11) и
(1.7). на основания (1.1-Ն

где

il.l

'?■ ;;/-ւհՀ7-^՛ .<1.1

ս • -օ^՛- 1-^
27{ch71

(1.12) в первое недавне (4) и н yc.uifl 
на ходим

•V Հ ■

I ■ :

7-.//.. (C; տհՆ..//; /Հ՜ ch 1,ձ.)

Г.. (-1Г 7^

։ — I)
I- և’3.՛.

t> I

т \

1

г *

ч"-<-
1)*^* J <

1 .f
I'

/ —. I ' ՚

lip։։ этом использованы разложения

sl<V

-veil Հ, л

th

H’z

, Հ1”.
!•

1
a-

(/>֊-֊ 4-Sj^

՝:\ք, Հհ

■•И _ ն ,/ll I

I՛ - |

I)" 'sfna-.v

I- >■ с

(Հ/տհձ./ dip/7

՝; ֊■՛■

i> I />

I I) x֊s։nafrA- 

e;

( 1 )Հ J •■COS 7..'. л*

է-ւ А '/•



Об одной задаче для составною ирямоугольнмк.. Հ

xsli3 A- = 2sh'։ 7 V ( > ՝‘ Х։ cos ։։х

' ֊ ■ '

 4Vh Ն!_ v (___ ։ Г՜1»* соя,л-
' ֊.

о также аналогичные разложения для функций $h ; х. ch ;z,a*. a sb 
и At li 7;,.v в интервале (0. /).

Таким образом, коэффициенты Ւ՜ՀՀ (/ = 1,2, А* I. •_>.••■)

определяются при помощи контурных условии соотношениями (1.14) 
«посредстве и по. !.ля остальных коэффициентов имеем систему урав­

нений (1.13) и (1.15).
Выражения коэффициентов .Рф, Л;/. Сф и 1)Հք (/=1. 2) полу­

чаются громоздкими. При решении конкретных задач целесообразно 
для различных распределений внешней нагрузки, отношений модулей 
упругости и размеров прямоугольников решить систему уравнений 
(1.13) (1.15) с числовыми коэффициентами.

Չ. Докажем с холи мое и. ря "пч. 
Принимая во внимание il.ll>.

ры.\ сумм в (1.11) и (1. ‘ ) \ бч на I՛, ւ

оире/.еляюших функции Ф, И Фи. 
замечаем, что общие члены вто-

как 1___
(2* - Г)-՜ 'е

11,7 Ь’-'О
.1103-

тому эти ряды и их производные произвольного порядка сходятся 
внутри областей определения Ф։ и Ф.. л на сторонах У — Л,, у —‘Կ- 
0 .V ' I -, Ня сторонах прямоугольников л —/ первые производные 
Э1'П\ рядов СХОДЯТСЯ в обычном смысле, а вторые i:.\ производные 
сходятся в среднем.

РЖЯЖеЛ сходимость верных сумм, входящих в правые части 
11.11) и (1.12).

Исключая из уравнений (1.13) и (1.15) .4-ф, Հհ/1 и по- 
| лучпеч

Հ/11 ’
! H/'dUfc/i, ’(^(sli։^֊ //ph?/.,/;, - ֊ ՚Հ . (2.1)
J ’Л

Աէհ՜5հ^ձյ -ր /Հ1 (slia.V/j - ֊г(/ф‘ Հ.11).
дБ Դ

(2/2)
{{՝■՝

•Հ: di ։«//,-!֊ C‘.' (sh սՀ//2 — ։ЛАас11 ^:hA :..։ / Հ- аДг sh

4-Q. chi*//.., (2.3)՜

Вл;ь$11 ?է/.’2 Q’г„рЛ.//.,$11д.Ли £?;֊'(4i a*.//.. »A.ft,cli »АЛ..1 =-— ‘
%

Х(/>со +.^)~-Դտհ^յ։. (2.4).
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,1дя определителя системы (2.1)—(2.4) будем иметь
4* •- |(slr.v4 - A-j) (տհ екс1»ук- yA.) ^։(slryt y=) (sh.^ch.Vv-J֊ .vj|. I

(2.Я 

где
аА//р yk ■= 7kh.:.

.. . 1 ՜՚- ч • ol
. lei ко заметить, чго при я— <v. ձՀ. | возрастает как ։<. -e

Свободные члены системы (2.1)—(2.4), не содержащие г*, убы« I

кают как - . Поэтому решение системы (2.1) (2.1). соответствуй» 
а* i

шее членам правых частей, не содержащих rl(, tipu /с-*х убывает!

1 -•՝> 1 -Улне медленнее. чем . е и —те.' а3 а41՛ *
Используя эти асимптотические оценки в (1.11) и (1.12), приме I 

дим к заключению, что первые суммы правых частей (I.ll) и (U-)l 

и их производные любого порядка, обусловленные свободными чле-1 
нами системы, не содержащими г*, сходятся внутри соответс.тв^юиШ I 
областей определения Ф, и Ф2. а на сторонах прямоугольииковз 
у Л„ у Л2 и па линии кои гак г.։ у О сходятся нервы՛ и втЛ 

рые производные этих сумм.
Решая систему (2.1) (2.4) с правыми частями, содержащими! 

только /•*, и принимая r<> внимание 11.13) и (1.15). получаем

■՛ ' •. ՜ (տհ-л՜, - Л-՛:) (Shy г’.м; уд.

Q1’ -T։iQ- = -։.7Հ՜՚= Հ (sn.v*ch.v4֊| A7)(shyS։chy1>,-ryi).
-ХД՛

12.71

Լ) >' -Ь- (տհ у, ch v. 4- У J sh- .Va, (ՀՏ
ал

/Հ'՜ — 22i д* (տհ лд. ch л-к 4 ,vj տի2yfr, (2.9)'

Подставляя -шачения коэффициентов из (2.6) (2.9) в .червы 
суммы (1.11) и (1.12), после некоторых преобразований находим

V |.4'֊”с|| а..у 4- տհ а/..у >՛,֊.)՛ (С<. ch а*у /Հ.1 -sh а4у)| cosa^.v =

լ Հ (sliytchyft vt) sh A> [ sh a*(v h։) =zAy ch (y — ձՆ) ֊

'‘"■f£riiha<v-’f(-v 'օփօտ^.֊, (J ;՛ Լ). <Л
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^|ЛуЧ:И2*у /՜^-’'sh 7лу а<у (Су'сп г*у /Հ ՚տհ z*y)| cos-z.,v

յ-ւ ձ՚՜ (տհ .V* ch Л|Н д'х ) sh у* ՚ sh а> (у -г // .) 7*у ch а* (у Л..)
I Г” т

+ ( £ * о)՛ (-’.ш
Геперь очевидно, что выражения под знаком сумм (2.10) и (2 И)

_ I —’$(/»! -у)
. . соответственно, при А՛— а как ՞՛է1 и

Я4
և «е >{1': ■' при ՚0<՜. у<А։ и — fi_. у<0.

Таким образом, ряды, определяющие Ф։ п <!>.. и их производные, 
сладятся внутри областей определения Ф։ и Ф... На контурах же этих 
оГыистей сходятся эти ряды и их первые и вторые производные.

3. В качестве конкретной задачи рассмотрим напряженное со­
стояние двухслойного прямох толкникз. находящегося под действием 
симметрично распределенной относительно оси у нормальной внешней 
ин грузки, приложенной только на сторонах у -у А. при условии 

■է՚(լ- /. у) = Ո, т. <
-(/■<• 0. (3.1)

Для размеров прямоугольников и коэффициента Пуассона принимаем

Л։ Л2- h. / 10//. 0,3. (3.2)

I берется значительно больше А, чтобы уменьшить влияние условия 
i'( I. у) на напряженное состояние составного прямоугольника.

Пршшмая но внимание (3.1) и (3.2). из (1.13) —(1.15) находим

Л»- .4-
11!՜՛ և՚ւ^է Sil Z..A 7*.//С117-, //

) 7- Sha՛.//ch Л;/7 аЛА ՚

»՛." «>Л ■k

/Հ“ = sh 7Հ.11

Հ֊1'—Հ1 sh j-Ji aA/'/ch \.//
si։՜՜'a. А ij.fi

sh a, h ch >•{.// (.4'," Հ;’’;//). (3.3)

«

՝՝' յՀ,! է 4<։,-4- I}'"-֊ 7է,հ\ 
Տհ7Հ.// ֊7Հ./2է'հ7Հ./2 1 ՚ ՝ ՝31 Հ •

| При ПОМОЩИ (1.2). (1.3). (I.II). (1.12) и (3.3) можно определить 

|шпрнхо iiitoe и деформированное состояния составного прямоуголь­
ника при любом отношении г։„ модулей упругости и при нроизволь-
fi Ишаки ЛИ. серии Фих-mai. нлук. ,'v- . 
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ном распределении внешней нормальной нагрузки, приложенной и;՛, 
сторонах у — հ Отметим, что ряды, определяют яс нормальные 
напряжения на контакте, сходятся медленно.

Вычисления проведены с десятью членами рядов (.1 11) и (1.12) 
для двух случаев распределения внешней нагрузки: а) па сторонах 
у - Л симметрично относительно осей л* и у приложены четыре 
сосредоточенные нормальные силы (фиг. 2> и б) на одной стороне 
су //) приложены две сосредоточенные силы, а на другой стороне 
(у /7) приложена равномерно распределенная нагрузки (фиг. 3).

Фиг. 2 Фш 3.

Значения ^- =г(0.0)

Таблица 1

= 11 • С л у ч о г 61 Случая а)

а
Л 0.5

1
I

՝2
5: 1(1 СИХ1МС1-

РИ’ПП.111

О 0.581-12 0.82762 1,0712 1.3146 (.4252 1.5580 1.5582
0.5 0. (4252 0.61308 0.78365 0.95420 1.0.317 1.121$ 1,1248

I II 16837 0.20000 0,231(53 0.26326 0.27764 0.29467
0.00403 0,00613

0.29469
1.25 1), 06736 0,(1-1902 0.03059 0.01236 0.00598
1.5 0.01674 0 02563 (1.06784 о. 1Ю12 ‘>.12934 <1,15241 0,15241
1.75 0.01336 0.02929 0.07171 -0,11457 0,15767 0.15705 —0.1572J
շ 0.03893 0.00965 0.01962 0.04879 -0.06220 0,07794 0,07817
3 0,07399 н,()582п 0.04242 0,02663 0,01946 0,01060 ՝0.01065
о 0.07337 0,05675 0.04012 0.02349 0,01602 0.00655 Օ.ՕՕ68Ճ
7 0.07407 0.05637 0.03857 0,02087 0,01293 0,00281 Ո,00328
у 0,0*215 0.00208 0,04201 0,02194 0.01282 0.000581 0.00187

В •долине приведены значения нормального напряжения а՛ в на-
чале координат в зависимости от отношения расстояния а между точ­
ками приложения сосредоточенных сил к ширине полое н и օւ отно­
шения Հյյ модулей упругости материалов этих полос. Последний стол­
бец таблицы относится к случаю а). Вычисления показывают, что 
распределение нормальных напряжений на контакте у = 0 в этом слу­
чае. и с <е юна гельпо, и в общем случае симметричного относительно 
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оссй л и у распределения внешней нормальной нагрузки на сторонах 
у= h нс зависит օ՚ւ :2։. Это распределение для различных шаче- 

ний отношения графически изображено на фи։. 4. Чинные г֊ы-

числения, 
случае а) 
Нательное

приведенные и габонце и на фиг. 4. показывают, что •։ 
на контакте двух прямоугольников всегда возникает отри-
ишление. если. конечно. / чшчигельно больше Л. Слг.юва-

тсльно. при свободном унирании прямоугольников 
ие может быть осуществлен но всей длине отрезка

бе» ।рения 
у = 0. /

контакт 
л- < I,

Акакии бы то ни было отношение 
нагружения на некоторых участках

модулей упругости полос. 11осле 
липин у = П прямохгелышки ог-

- ходят jpyi от друга.
Iki фигурах 5 7 графически изображено распределение нор* 

«ильных напряжений на контакте у « О ия случая б) при различных

ж , • ■ - (i■ьШячениях отно|неииа п г.>,=

Via 0CHoi՝aiiiin рел\льг.Ч1.»в
Ո1 ни фигурах 5 7. .՛՛ очаем.

вычислений, приведенных в таблице 
что в -jto.m случае распределения

внешней нагрузки максимальные нормальные напряжения на контакте 
у = 0, возникающие под сосредоточенными силами, увеличиваются с

взрастанием о। ношения -Լ.։ — —- . .’-.ели г21 меньше половины, г. е.
i I



օ՛
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модуль упругости нижнею слоя (фиг. 3> значительно меньше модуля 
упругое in верхнею слоя, па линии контакта возникают голью сжи­
мающие напряжения (. ч ело вате л ыю, при свободном уннршшй пря­
моугольных слоев к при рассматриваемом. распределении внешней на- 
|рузки контакт бу.'ш- обеспечен ш- всей ւ.աա՛ 2/. Когда увеличи­
ваем модуль упругости нижнего слоя, распределена контактных на­
пряжений приближается к распределению; которое получается для 
этих напряжений в случае а) (фиг. 4). Как и следовало бжй ։••»гь. чем 
больше модуль упру։ беги нижнего ՛ лоя /ж. гем меньше и ищет ха- 
рпктер распределения внешней ширузкн, приложенной к стороне 
у — /։, ни распределение контактных напряжений. В случае абсо-
.пптно жесткого нижнего с ion этою влияния совсем не будет.

Результаты расчетов показывают, что разность между значе­
ниями 5м(л', 0). вычисленными при сохранении первых десяти и девяти 
членов рядов, не пр< ныш.-н г 5" „ вышеприведенных ша.ченни кон­
тактных напряжений.

1||к гитуг leM.i гнкн и мехгашкв
АН Армянской ССР I lot։ ош.тл 20X1962

։«. II l£ii|*inGjiidi. *•>. Д. <1-ււււֆու niili

ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ՈհՊ-Ղ-ԱՆԿՅԱՆ ձՍԼՄԱՐ ԱՌԱՋԳՍԿԱՆՈՏԹՅԱՆ 
ՏեՍՈհԹՅԱՆ ՃՍՐԹ ԻՆԴՐՒ ԱՐԱՒեՐՅԱԼ

Ա Ս՜ «I» II Փ II I’ II'

Լողւ[աձում ղիուա/մ/ւխս ։/ Լ աո in Al/ ntl/ււրն tn ]:! pn'lt in h 11 it г Д//rn'h 111411-} /ni/i- 

ւխւծա/ին ilftiniillp lipl/fhpin ’ ptntpn ղ /1 pit [ ՛, in ղղ անկ րոն համար, երր աղղււրն֊ 
i/րոն շհրաերր միւ1րււ՚հւ) 'thin il իա յ/ij mA են V •՛ — l ՚Հ .V. I կո ղ if h ptti} t 

lit ղղանկ/ան շերաե/փ V — Л։ V = Л- Аt/phpft 1/Ш if 1Ոէք Ո р ljhpil/ni[ phn- 

նււոքո /nJ mA li'h նորմա/ h շոշափող լա/ни ւքն Л/in ij ոի t) Il ա րի tn (jt \' աո ան i/pft 

նէրււ nt մ ill մ ր ոիւք հուրիկ A/tni], jtiii/ X — i hl/ ph/tn 1 if lllpifmA h'lt նորմա/ pn- 

(tmitltJip/i և շոշափող in h ղու փ n jun 1 if'lilipp . ttիմհւորիւո j(t աււանւ/րի ն1/աւոմամг 
1ւիմեւորի1/ ձնու/ւ հ երահրի էքիշհ շփման շոշափող /ui/iititflil.p/t ։ ո րՀ ու մ ա/էհ >/ ու if 
ևն 11: հ հրւոհրի Ն jttlffli/ւն ունհն ւոարրհր աո ւոձղ ոմ/աՆ ո ւ {J (ան if ո ղ ո ւ/ն հ ր, րսւէքք 
'Նււաոււսնքւ ղո/iA ոմ/ իւ/ր hpl/lu շհ/ւուերի համա/ւ {/ ո'/ւ հհ ո< յնն Լւ

Նման ի՚նղի/է !ա<ք աոհո m ղ ղ ու՚!ւ1/յ ան Համար ղիա ui/il/i/шА / |2] աշխ шипи - 

իւան ւ1հշ> մ հ |/- աշխատություններում ղիա ա/ւկվա<՝> են րւող աղք/յա/ ուղղունկ • 
իսն ւոա/ւրեր լա ftt( ած ա/ին վիէ\ւո1ւհե/ւր

'I'/ttn ա րկ էքող ո ւ ղ ղ ան էլ յ ուն չե/tni ե/ннП՛ k/փի 1'"ր ««մհ հ/! ի !իո ւնկյ/ի ւսն նհր- 
փէււայ/ւիւււք Լ ՝1>ուրյհի շարրով, որի ւ[ I./!/ու A ո t թյ ա\ւ i/n/iA աէ/ի t/նք, /ւր որոշւլՈէմ 
հն սւրվաւ) արա արին րեոն ու տեղափոխումներ/! /’նութաղրող Հալա՚հի tfl-Ani- 

իաւհնե/ւի անւ//,րշ շ ա/ւյւերոփ։ 11 են in//ոՆ այ/ ւիո Л ա րաւո րին րեււով հ Հաւիոոա- 
1‘ււղափ րւոշքուքաւ} phnnif ր !, n'tt աւէո լւ մ ահ ղե ո/ րե/էլւ Հ աողւք шА հն 'քիո/ե 11ւքսւյիՆ
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■••/։»// III Նր՚հերի 1եււււէէ1նւռէւ[ւրւիաւ) Լ hff/rt/м/^ րարսւմների րաշրւՀան "րենրր //«;»- 
ւււււկւււի i/A/i վրա, շերտերի աււ tu.\i( տկանւ՚ւ ք/յ ա՛հ մ արւ։ ('հերի տարրեր '.արտրե-

{.tn // էաՆների ե — ■ ար ա ր ե ր,ււ /I (111Ն տարրեր Ш ր<1 ե ՛Հհ ե րի ,'աՀարր 4 ա/րքվ ած

հ՛հ յարա է/ների րւսշիււէ it'll է պ րււ րն ե ր ր;
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