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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В Саркисян

Об одном способе решения задачи кручения стержня 
с цилиндрической анизотропией

Иссле Дока кию задачи о кручении анизо тройных стержней посвя- 
hllviip много работ, среди которых особое место занимают работ։.։ 
.•Сен-Венаиа |1|. В. Фойгта [2|. .'I. . 1еЙбенчона (3|. С Г. Лехниц-
|?»го |4 6} и др. |7. -8|.

Решениям задач кручения неортотропного стержня методом ма- 
..1оп- параметра (геометрический параметр) посвящены некоторые ра- 
•боты автора (см. |9|).

В работах [10. |1| решены задачи о кручении и об изгибе приз- 
машчес.ких стержней, обладающих прямо шлейной анизотропией часг- 

.шю» вида неортотропные стержни).
В настоящей статье предлагается способ решения шдачи о кру­

чении цилиндрического или призматического стержня, обладающего 
пилиидрйческой анизотропией такого вида, что в каждой точке имеется 
лишь одна плоскость упругой симметрии, нормальная к его оси. Вве­
дением новых переменных, решение задачи представляется в виде 
ряда по степеням малого параметра :>■ (физический параметр). Пока 
зало, что решение дифференциального уравнения в частных произ- 
чолных с нераздельющимися переменными сводится к решению ре­
куррентных дифференциал։ .пых у pai. ienufi г разд։ . .я ющпмпся пере- 
яенными.

'• В качестве примера решена задача о кручении анизотропного 
խ-ржня с поперечным сечением в аиле криволинейного четырехуголь֊ 
Жа. ограниченного двумя дугами концентрических окружностей и 

чя радиусами. Отметим, что решению шйчи кручения стержня, 
рокюлеяного из изотропного н ортотропного материала, с попереч- 
:'лим сечением в виде криволинейного четырехугольника (или круго­
вого сектора) посвящены многие работы [12 17|,

§ I. Способ решения задачи

Пусть цилиндрический или призматический стержень, облад.аю- 
»։й цилиндрической анизотропией, деформируется скручивающими 
учетами- ,и;, приложенными на концах. Предположим, что ось 
нгюгропии параллельна образующей цилиндра и проходит внугрн 
уржня, вне его или ио поверхности.
Ниепип АН. серки физ.-маг. u.iyi. X՛ .
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Примем ось анизотропии за ось г цилиндрической системы ко­
ординат. Далее предположим, что стержень обладает цилиндрической 
анизотропией такого вида, что в каждой точке имеется плоскость уп­
ругой симметрии, нормальная к его оси (т. е. стержень неортотрон- 
ный). Тогда тадачй о кручении цилиндрического или призматического 
стержня с анизотропией указанного вида, как показано С. Г. Лех- 
ницким |4ի сводится к решению дифференциального уравнения к ча­
стных производных с нсраздсляющимпся переменными

’ > 1 ժ5ծ I #4 I ժձ
֊ 2 ( г ~7է Պ։/ր2 ր or(fi\ ր՝ (fir ր օր

li.l)

с граничным условием па контуре сечения

(.1.2)

)десь Л г, 0,1 функ.-.ия напряжений, <л* упругие постоянные, удон 
летворякнцне условия м

«Ն:. н. ս։_Վ,. -иу <>. (1.3)
относительный угол закручивания.

При этом составляющие напряжения определяются из формул
^֊֊յօ֊Ն -г՛, О.

I Ժձ _ //Հ.

Г (fil ' or

(1.4)

Введем новые переменные / 
стями

и V. свячанйые со старыми завпсимо-

* = 1г|Г, с

Тогда уравнение (I 1) приме! вид
оч ։ — 2ղ 
Of- ՛ ՕէՕճ

где

I (t. = ч.

| (1.51
I а»

^ր՜

I (171
I

Представим решение дифференциального уравнения с частными про­
изводными (1,61 и виде ряда по степеням малого параметра

ск.
Լ =Լ'Ծ{ք. «) -| \ДЛ(С ?)!^՛. (ՆՏ)

/-։

Подставляя значение Լ'(է, у) из выражения (1.й) в ди1рференцпалы|ое 
уравнение (1,6). приравнивая коэффициенты при одинаковых степе­
нях и. находим

՜ OlMtillM. 'НО ДЛЯ ортотропно!Г» citpiKiui ;!=։<>.
“ О доказатедьг ве сходпдюстн ряда (1.S) здесь мь. не пстаиаилннлемся.
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ГЛС

Д.Г0 = ֊ <>е*.
■ к 1. -,...1.

(1.9)

(1.10)

"-G , 
(Мд?

в-
■ Հ- О”'

Из (1.Ջ) при помощи (1.7) и (1.8) легко получается

К ՚ //' -՚։ "■=о-1-2' л
Таким образом, решение дифференциально։о уравнения с иерпз- 

1НЛНВМНСЯ переменными (1.6) сводится к решению рекуррентных 
11‘рс1|цш|.!Ь[1ых урявн ений с разделяющимися переменными 11.9)

и (ЦО) пр:։ услонии (1.11).
При этом неизвестный угол кручения О определяется из соот

кипения

ГМ՛
■ ’■ ( frf.S.

— жесткость при кручении.
Йплее. подставляя значения из (1.4) 

тем по частям по г и учитывая (1,2). для 

(1.12)

(1.13)֊

в < 1.13). интегрируя an­
ti пр с те лен и я ж ест к ост и

сг-фжИй будё.м иметь
С, -,|‘у.|г. '|)г.7пЛ

или. принимая ни внимание соотношения (1.5) u (1 7). получим

Գ= - j ’ Г ?)ժ'֊'մ/ժ?. (1.14)՜
‘Ն«յյ

, Теперь рассмотрим задачу о кручении призматического неорто- 
гро։шого стержня с поперечным сечением и виде криволинейного чс- 
»ыр։ 1 ՛՛ ■ : I-:;։ i>< .ц:к и 1 ри'в и. :՛ •. <>к-
ружностсй и двумя рялиусамн

& 2. Кручение призматического аиизо1роиного стержня 
криволинейного четырехугольного сечения (фиг. 1)

Риссмотрим задачу о кручении указанного стержня, обладающего 
цилиндрической анизотропией такою типа, что в каждой точке имеется 
.Лиш. одна плос ость упругой симметрии, нормальная к его оси. Пред­
положим. что радиус внугривне։։ дуги есть а == t"’1. радиус внешней 
дуги Ե — ef՝. а дна радиуса, огриничинаюшне криволинейный четы­
рехугольник. пусть будут Կ 0 и 0 ha.

Жя определения ( О։Л -) нужно решить уравнение (1.9) при 
условиях
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/ о (/. հ) = О При է - է1է է = է.,,

ձ0(Լ ?) “•<) пр» ? = О, ? =
где

(2.1)

(2.2)

Произведя преобразование

■1>ш I

(О ; п).

тифференцпальному уравнению для 
функции 1Հյ(ր, -):

Ջճ + է?ՃԼև = 2еИ' (2,з)„ 
at- (/--

где
,. = .' Л > К.

ГО % I ^<1

Для решения дифференциаль- 
ною уравнения (2;3) при соответ­
ственных граничных условиях (2.1)

воспользуемся конечным синус-преобразозаине.м Фурье |1*|

Z70 - | й'0(7. ;)sin/tf< (2.4)

где р целое положительное число. Форму: л обращения для преоб­
разования (2.4) имеет вид

1Հ (I. ;) = Հ- V и9 (է. /П sin р-. (2.5) I
“ !՛ »

5 множим уравнение .(2.3) на ядро sinp: и проинтегрируем но 
частям полученное выражение но : в пределах от О до Принимая 
но внимание (2.4). получим линейное неоднородное дифференциаль­
ное урявнепш с постоянными коэффициентами

' (/<-1,3.5....). (2..6J
(it- р

Нетр\ то видег!.. что общее решение уравнения (2.6) можно запи­
сать н виде

б֊’о .A,, sh /.pt — Бг> ch '.pt Cpc^. (2.7)
где

p(4->V)
Для определения и Iir воспользуемся первым из граничных усло­
вий (2.1). Тогда
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(>2/« ch i.ptz е'-’>с\\ ր c֊7՛ sh ipt2 r
sh/.pf/.-fj» տհՀո(.Ղ M

(2.8)
Итак, при помощи (2,5). \2.Г) и (2.8) можно .записать 

о х
ձ՜ոՄ. ;) ՜ \ խ-' slb/MZ ֊ - /.J f ' sh//)(/ —/։) 4-

" i> i. п
4- f'1 sh Kp п„ — /,)| — ^--п-—---- (2.9)

տհ/./>(/. — /,)

Теперь перейдем ь нахождению втором»՝ приближения. Подстнв- 
ляя выражение Ц(Л ;) на (2.9) и (1.10) и учитывая (2.2). получим

НК
где

4- ч. (:.,{>■ c^p-z
T,sh//u/. z,)

е՛֊՛1 ch r pit г.. I — е r- eh /р (t

^•'sh'/’U; -/։)

.Тля решения уравнения (2.10) при соответственных граничных 
условиях (1.11) опять воспользуемся конечным сип ус-преобразова­
ние м Фурье 

г .
L\(l. Ч) = :)sill//:J;. (2.12)

- ։՝<
При этом формула обращения для преобразования (2.12' будет 

иметь вид

Ц(^ ;)=4 ճր«ս- <շյ’3)

J *՛ 9
Умножим уравнение (2.10) пи ядро sin </;. Интегрируя по частям по­
лученное выражение по в пределах or О до ՜ и принимая ни вни­
мание (2.12), находим

(րռ “
_. ։ - v |.և՛. <•!։'. (2/е • 1) Г ֊• /Л„ sh-- CJA֊ !•/ • C.,r [

Г» (// = 1.2....). (2.14)
где

. 16 -/I ( 2А՝ I • 1 )* Շշէ !
- "■ - ՜ՏքքՏ? - (2* -- п=| sh >(2k + DCT-^r

X խ-'։ ch / (24՛ 4- 1) tz e-'^\\ >. \‘2k b/J.
I Ճ՜ _ _ 124 -I- 112 (\՝k > i_  _ v

՛ iHsii' i» 1ԱԳ t,՝
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I e֊'> sh /- (24r 1) t.. e“ ch / (2/c 4 1 u ։ |. (2.15)
i>c. , 2/i

Հ. 4V- i2\* Il
Общее решение (2.1-1) при соответственных граничных условиях можно 
представить в виде

L\ V|PMsh2/.w(^ -м • -Q*,sh2/.W(/ z։) /:«,« eh л {2k -t- .1) f -- 
ii

4- Ւ\„ sh >. (24՝ Ш R.^e-:\. (2.1(>)
где

Р..Л 1 |/'ьс!1А(2* 1)7, /'ksh'(2fr է 1)Հ, - R^\,
sh2/.'/(Z, rj

Հ>։„ = ' |£l..„cii/.(2V+ ։>'» +• F.,sh/.(•>* 11 դ+-|
տհՋ'.//(ք« /,)

I- (2.йр

_ ______ At ։» у. "
г? [24 ՝՛'■ 4д‘|' 1 1)տ

Учитывая (2.13). .'.ля нюрого приближения Г:(/. :) находим следую­
щее выражение

° ՝ -
;) = շ У v |/>4/? sh 2-//Մ i j Q^sh?A//(z /։)

'• « ։ ; •>

1-:кпс\м (24’4- nr • />;sh/.(2£ IM 1^пе:,\<Ь\2п-.. (2.18)
Ограничиваясь первыми двумя прнйлиженнями. учитывая U N. (2.9) 
и (248). для функции напряжений (’(f. -4 получим следующее вы­
ражение

9
■> - V

" р
։..} с-՛ <\\>ր{է

<?Zf sh>./> (/.. f։)| Գտհւ/^ 

sh )■/>(/..—/։)
о -X. V

v У |/\olsh2/./HZ f.) (Հ„.տհ2/.//(/ /р
/I է՛

— Ւ:,,.; ch /֊/’Г 4- /'.-.л sh /рг I sin 2z/;. (2.19)
Далее, при помощи (1.14), (1.12) и (1.4։ onpc;u'.i։ in ясесг- лсгь.сгержпя. 
угол кручения и компоненты касательных напряжении:

У------  L’-A’C՜
•?՚՜Նւ ~ ր՜ (4 r//:)-^h A/J (Г. G) I
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/
•I

— <։1'и տհ V» (/. — /։)—//>(ժք՛ <•*') ch 'Р </,

* = ֊յ/,,.4, |Հ.--------------------- 1--------------- '-՛ .
֊֊<M(4 r>4։slip/(Г. է.)

Ճ. | _ t,<G) sjj ,ր (Լ — ,p U.V. r.l/ ) ch ,p (/։ _ j ) I I

20 e i ՝
v I»' Հհ/ри /.) « ' sh'/’< Г — Հ։>

Vo -

4tl'’ "‘ vv„|/,;.shf.i Q„.sh2</I(/ /,11
V'.. I <։*,<։» г Г

/■ր„ ch >.րէ ֊ր !:րո sii 'pt 4 cos 2«j.

Qjftp I *
Պև-= — ՜ t.p Jt’-'‘ch >p{t — M — <-*'• ch >p it /JI

"7

— — -֊s։n^- —
sh 'pu.— G)

BwA1»:-1 • 9° °®
v V ձ/ո |Pre ch 2>л I r — tJ cl! 2>.л (7 — /0| ■

=a«. I <t^- . Հ -

+ лр IЛ-... sii >pt />,ch'p/l 2/?PnC՝-’ sin 2'1:. (2.20)

Поскольку нашей целью являлось определение функции напри- 
;лсннй при кручении, то ми отыскивали решение (1.11 при граничных 
yC.HHIIHIX (1.21.

Однако, следует- отметить, что угнм методом можно решить бо­
не общее ураннсину (например, задачу об нагибе цилиндрических 
или прилмитичесних стержней, обладающих цилиндрической аншогро- 
иией. л т. д.)

> о 1 ,I"՝J J ' <f ' е < \"и , . -2а»--------- а» г “’ս =/(ր О, а ।
Ժր- Г ffrrf'l Г (fy’ г /и-

при Арлее общих грипичних условиях 

f =?։s).

I IK'iWih'Knil тоо лдрг, пн.чп(ып yutuiepcMrcj
__Институт матсилгнкн н механики

ЛИ Арияипшл И1н :м|н.1л 22 XI |Чб2,
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ԴԼԱՆԱՅԽՆ ԱՆՒՋՈՏՐՈՊՒԱ ՈՒՆԵՑՈՂ ՋՈՂԵՐհ ՈԼՈՐՄԱՆ 
ԻՆԴՐՒ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄՒ ԵՂԱՆԱԿԻ ՄԱՍԻՆ

II. II' փ II Փ II !• ւր

11.նիղէքսւրաղ ձարերի tt[ որմ util 1''նղրի քածմանր նվվւրվ ած են շաա սրշիւսւ- 
tn ությու հ՚հ հր, ււրոնւյ մեջ կարևոր տեղ են գրավում Ահն-Վենւոնի |/], Վ 'հոյի>- 
"'/' 1^1- Լնշրեհգոնի [.?], II. Գ. Լեիւնիցկու [4—և ուրիշների |7, S] աչ­
քս Шnէություններր :

ձ ե ղ ի ն ա // ր էի ո ր ր ւղ ա ր ա մ ե in րի ( I. ր կ ր ա » ա ւի ա կ ու ն Աք ար ա մ ե ա ր j « ղ ն it ւթյսւմ՛ 
լուծել ք։ ոչ օրթուորւււղ ւղ քէիղմ ա լսւձև ձողերի ոլորման It ծոման խնգիրներւ 
(տե՛ս |.9|)ր

P"J ե բ/յ աշիւա տութ շաններորմ / и էծ վա ծ են ուղ գա գիծ անիւքուորոււ[իւ>. 
(ււչ հ>րթոարոtif ) ոէ՚հերյող ufftfiifiitn ւաձե ձողերի п/որմ աս ե ծոման խնգիրներր

Ներկա tttifjitmiiittt թշան մեջ արվում Լ գլանալին անիգո սւրուղիա (ոչ օր 
թոարոպ} ունեւյող ձողերի ոլորման ի՚նղրի [ածման եղանակ։ Լածյոմր ներ­
կայացված Լ շարրի սւեէւբով ըաո վէԱ րր պարամետրի (ֆիղիկական Աք արաէքԽււր )• 
մ.{էք եղ и ւն tn կով' չտնքա տվող վւ и վւ ո իւ ա կ անն /. ր ով մ ասն ական ած ան րյու / ներս՛ 
'քի՝իերենքւիւււլ հավասարման (Ոէծամր բերվում /, անջատվող էի ո էի и իւ ական­
ներով մսւսնական ածանքքքալներով ղիֆևրենքլիալ հավասարումների [ածման

Օրւղես կիրուււ ութ յաս [ածված Լ գլանային անիզոտրոպ ի տ անեղող lf.fi- 
[ни ղի ծ и է ղգ անկյան կարված բով ձողի ոլորման իէնգիրր՛.

.И II Т Е I* А Г У Р А

I. Smut- \'i iinn/ li. MeiiiQki -.11 r la torsion dt- prlstnes. .Memoiro present^ par dr՛ 
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