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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г. Я, Иппон

К решению плоской контактной задачи 
теории упругости при наличии сил 

сцепления или трения

В՜ настоящей работе предлагается приближенный метод решения 
плоской задачи о нданливанпи штамп; в л ине и но-деформ и рус* мое ос- 
нованне общего тина с учетом сил сцепления или трения по участку 
контакта.

Хотя все построения выполнены для сл учая одного участка кон­
такта (с целью сократить формулы), они без каких-либо изменений 
в существе метода могут быть перенесены и на случай нескольких 
участков контакта.

1. Введем предвари сильно следующие обозначения. Длину 
участка контакта, симметрично расположенного относительно начала 
координат, будем обозначать через 2а.

Нормальное контактное напряжение обозначим через />Дл՛). а 
касательное через р2(х), причем первое считается положительным, 
если оно сжимающее, а второе, если оно направлено слева направо 
(считается приложенным к основанию).

Пусть, далее, հ (л) — вертикальные перемещения поверхностных 
точек основания от воздействия положительной вертикальной единич­
ной силы, приложенной а начале, а г՛'(л՜) — горизонтальные переме­
щения указанных точек. Будем считать вертикальные (горизонталь­
ные) перемещения положительными, если они направлены сверху 
вниз (слева направо), тогда вертикальные перемещения поверхност­
ных точек основания от воздействия положительной горизонтальной 
единичной силы, приложенной в начале, на основании таконн взаим­
ности перемещений будут г\(д-}. Горизонтальные перемещения для 
тех же точек и от той же силы обозначим через г՛՜. (д’),

' Если считать известными горизонтальные /2(л*) и вертикальные 
/։(л՛) перемещения поверхностных т*очек основания па участке кон­

такта, то тля определения контактных напряжений и Pt(-V). 
очевидно, будем иметь такую систему интегральных уравнений:



16 Г Я. Попов

Ч II
Լ;ա՛ .?)/>յտ)ժտ i s)p,(s)ds-f.{x}.

й —о
лг W

;• (л- .$) />։ (s) ds | л- — s) р. | s) ds = (л*).

-Л о

Будем решать эту систем\ уравнений применительно к основа­
нию общего тина, для которого функции г*’, (х) ա« 0. 1. 2) имеют 

вид:

Հ,Ա|֊ * у V,., (у) ' ( ^-cassw/s. /и =0,2. (1.2)

Հ (,v| ֊ Q-էկ (-֊- )՛ •։՛: (у) ՜ — \ ֊ - — sin sy ds, (1.3)

/>

причем

ր„, (s) = 1 т 0(1). S-*x, nt =0.1.2. (1.4)

Заметим, что в случае упругого основания, представляющего 
собой однородный слон, приклеенный к абсолютно жесткому основа­
нию. функция -Zlj (.$)(/;/ 0, 1. 2) имеет вид (ср. |1|)

(3—4’xpshschs I l)w\v
-5<ւք(ճ)= . 1Ո —0.2.

(3-4;կ1 clr.v ֊ л- <1 ճ^)*
11.5)

, J3 4ih sirs- (1 2$) Ջ
■’ ՝ (3 4;i,)chsx֊ >֊ (1 -ЗнГ

а параметры 0, и Կ.. определяются формулами

6,.= ’- "
Z:, -

где ԼՀ и Pi соответственно модуль > пругости и коэффициент Пуассона 
упругого слоя. Роль параметра h здесь играет толщина слоя.

Используя результаты работы |2|. можно установить формулы 
для функций (Հ) а параметров в случае основания, представ­
ляющего собой полунространст1ю с переменным по экспоненциальном\ 
закоп\ модулем \ пругости®.

Введем безразмерные величины

иа — -
Лհ .

Uoiiymo огмечнм >псч.1гку, с<> и'ржаыукия и формула (5.3) работы |2|. Там
д должно бы о.нвпечд1дни

<>Л՜
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н следующие обозначения

2 ֊ р* = հր (;/'). /w = 1.2, (1.8)
'i

причем функции ,п'т{$){т — 1. 2) будем называть приведенными кон­
тактными напряжениями. Тогда, принимая во внимание (1.2) и ■ !..'$). 
систему (1.1) можем переписать в гаком виде:

г ,■։
*• Ա’օ(;--)Հ (■)</-- \ -)р.(-нЛ=/Н; ШМ

• Л

(1.9)

- |.®г(; -)/>,('>//• ֊/.СП,
V •
«Ш -5

2. Ниже будет предложен приближенный способ решения си­
стемы (1.9). основанный на выделении в ядрах уравнений этой систе­
мы сингулярных (в смысле обращения в бесконечность или разрыва 
непрерывности) частей и аппроксимации оставшихся регулярных (по 
крайней мере непрерывных) частей многочленами.

Применяя, например, способ выделения особенности и аппрокси­
мации регулярной части, описанный в работе |3|, к функциям (1.2), 
.ч также к функции (1.3) с учетом формулы 3.522(2) из |4|, будем 
иметь

-vm(y)5:ln 1 (у), гп =- О, 2: nr^v)^ sgn v /,(v). (2.1)
IУ 2

ГДе
"■Հ հ-Հ ։t> ։

/„|v»=y " v': m =0,1,2; Л = 1. 2. 3.... (2.2)
. .. rl

При этом

СЛ ( i)'-[ [i- („(s)H-'rfs. r = 2/: er (I, 

r= 2/ 1; m ~ o. 2: 7 = Լ 2. 3......

Հ ՜
I Լ«լ(±մչ. C| h|/fm m u 2. Ct;« 0;
J 5 

,9I кԺ = ֊I I) 2 I |1 7j(5)|s'֊></.sy r = 2y 1:, G' =0,

r -2/: 7-1. 2. 3.

~ IbuectiHi ЛН. мрим физ.-мат. наук. № J
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Числа .•Ui/w— О. 1. 2) представляют собой ге наименьшие дна 
пения аргумента х. при которых функции ?„,($) практически не отли­
чаются и силу (1.4) от единицы. Как показываю: вычисления, напри­
мер. в случае основания в виде упругого однородного слои (при 
‘ -0.3). когда справедливы формулы (1.5 I. достаточно в «и т, Д. =

Л*. = 3.6 и Д|=4.2. чтобы отклонение упомянутых функций от 
единицы было порядка 3% и меньше.

I (одетавив полученные выше приближенные представления (2.1) 
для ядер в систему (1.9). получим

! — /Հ < •) sen (: -)/<(-) а՛ |

1 (;). (2.4)

•Թ
In /Հր)

-)Հ(') x/.,(:

Полученная система, как ниже б\ тет показано, допускает точ 
ное решение.

Если ввести комплскснозпа.чную функцию

то систему (2.4) можно записать компактнее

(25>

/х t 
hi

а

Л:)֊ հ 'Ч(;՜ “)Հ (•) х/2(; -)/<(•)—/,(:֊-)Z(-)p/“ -г

(/;(*> л» (2.7)՛1.

Если считать теперь правую часть соотношения (2.6) функдне! 
заданной, то оно будет представлять собой интегральное уравнени’ 
(с точностью до постоянных), решенное* I I. Я. Штаермлпом ((5|, стр 
77). Решение итого уравнения содержится также и у (՝. Г. Мих.՜

Как било сообщен* > Я .1 11> лельмаиоч па семинаре по механике егглошны 
- рел при Одесском инженер;։ ՛ ipiiine.ii.ним институте (,1955 г.) к ннтсГрЛльном 
уравнению (2.G) сводится рлтбириегыя ..дссь за i.i'ia п случае основани.ч п нпае* упру
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(|7|. стр. 153). ГГранда, этот автор решает не непосредственно урав­
нение (2.6). л го сингулярное интегральное уравнение. которое полу­
чается на него в результате формального дифференцирования обеих 
частей по ;.

Псполмуя результаты, по. г.ценные упомянутыми авторами, мо­
жем кшнеать:

г J'> A'U) dt

է

где
։

Т.(П- (*г0’ Ն

Շ-const; у - /՛:■՝■, ղ -In — :
2՜ •/ — I

Im In г >).

(2.9)

(2.10)

Заметим попутно, что и՛. (2.10) вытекши следующее:

clgtr;— /х; cos-, = —-------: siiin; (2.11)
I ■/? I I Z--1

3. Un этом .мы прервем рассмотрение Системы (2.4) и присту­
пим к доказательству необходимых для ui.ibHettniero соотношений, 
которые могут предсглгпп. и самоггояГельныв .математический ин­
терес:

(3.1)

> (. I .

cos “7

С. - sec n; — cosvc

(3.3)

(3.4)

(3.5)

1 />1 ֊" thnn, lmp«0. (3.6)

того однородною н н.клрониого полу։։ро<лр2нь-|н.1, М Г Крени сообщил мне. чю он 
получил решение лого ур.чниення, олнр.'оиь на релулыаг, полученным нм и работе 
|б|. Однако, я не имел возможности познакомнп.сн с згнм неопубликованным его 
решением.
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Здесь функция ? (л) определяется формулой (2.9). я ձ;, (л*) означает 

пси-функцию Эйлера |1|. Многочлены Р (д') определяются следующей 
формулой:

Pt C.b'-v*
/֊о

(3.7)

Коэффициенты и: (՜է> входят в разложение н степенные ряды в ок­

рестности нуля следующих функций:
1 + - Л. - «•

? (х) - (1 4-л)-,֊'(1 - ЛЧ '=у(|.(7)хЛ (3.8)

/ •’

? (.г) --------------- 1—!------------— у </Д7 )*' 13.9)

(|-| Л-)- '(1-.V)-

н представляются соответственно формулами

«де ноя символом (-)л понимается следующее

(-և - i-Ա 4- D-.-U-i л-1). (x)ft = l. (3.11)

Доказа1ельстно записанных соотношении начнем с (3.2). Г1р< Հ- 
вари те. о. ио условимся выбирать ту ветвь функции

’’ :

<Р,(г) = (« J)՜ (» <) •

которая определена и плоскости с выключенным отрезком ( а, а) и 
принимает па верхнем берегу разреза ( — а. *) вещественные значе­
ния. а на нижнем те же значения, помноженные на — с-՜1՝.

В окрестности точки ՛ имеем разложение

_|__^(։ + в| (Т)Л+Я,(7^.+;..). (3.12)

Учитывая предыдущее, нетрудно убедиться (см., например. |8|. стр. 
262) в справедливости следующего равенства

I . ч"1 ք/հ г У!
(3J3!

ւ

Контур / ограничивает область, содержащую отрезок ( у., у). Гонка
z лежит вне указанной области.

Стя|нвая, далее, контур / к отрезку ( а, а), получим из (3.13) 
следующее выражение для интеграла /(.՛) типа Коши:
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<з«и

I ЙМЬлуясь УГОН '|’op՝iy ЛОЙ, ։егк<> найти шпчения интегралп / (с) 
при | ։. я) (сверху / (.г) и спилу / (д')| Воспол». шваншись 
iiitvm формулой Coxoiikoi <•:

/. (Л) / (v) =
1 Г տ*լ_ cis

-». ? Л-

lb трудно убедиться и cnpain 1 лнтк.чи (юрмулы (3.2).
Фор,му.'111 (3.1) ДОКаЗЫОЛСГГЯ ПИПЛОГИЧНо. (>Н»ГШ»П1Г1П1С (3.3) ио- 

лучим lin (3.2), положив там

т и 1. л О

При Доки <11 телЬС1 НГ СоОТПО||1ГНИЯ 
мулы (3.1-1). Нетрудно сбелиться. что 
Hpv.'iCTainiri. н тиком титле

(3 1) будем исходить из фор- 
при т — О последнюю можно

/с /Г5СО8^7 <’ cis _ I__
- 1հ(Տ)Ա

(3.15)

Обе чисти полученного соотношения проинтегрируем сперва по 
липин. соединяющей ючку —я и некоторую точку г. и затем ио ли­
нии (а. .•) и результаты сложим.

Выполнение указанных операций и ри ноли г к следующему соот­
ношению

I •!«„ a ք (Л (316)
՜ .’ T:(S)

В 17 <-•» = ( I- I.'(S/S + C • <317’

Здесь С - ирон тиольная постоянная. Знак . * относится к случаи», 
когда линии интегрирования имеете с точкой : лежат в верхней по­
луплоскости, а минус koi ля н нижней полуплоскости (верхний бе- 
ре։ ризрезн ! —а. а| причисляем к нерхней полуплоскости, а нижний— 
К нижней). Необходимость различать эти дна случая диктуется nn.ni- 
чне.м точки ветвления ип бесконечности у функции, стоящей в левой 
'1ПСТВ соотношения (3.16).

Функцию (3.17 можно прслстанни. и и таком виде:

Н. - i/fs,+
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- | (а * տ)՜։(* $)’ ։> 4- т)’ (3.19)

а-

Приняв во внимание, что / означает интегрирование соответст­
венно ПО верхнему, но нижнему берег) разреза ( а. al я направле­
нии ит J. к 7. а также формуле (3,3) при п = 0. вместо (3.18) бу­
дем иметь

/• (Л-С +—------ 4-2./(г). /• (.1= С - Г'е— 2./(г). (3.20)
COS COS -Հ

11еизнесп։ы< 1 чок;՛ постоянные С найдем ниже, сравнив повеле­
ние Леной и правой части соотношения (3.16) при ֊՜ Что касается 
поведения при - тепой части. то оно определяется следующий 
соотношением

1п(-‘-5) In; г0(1). z-»x. (3.2Ո

Чтобы выясни1։ ь поведение : раной части при г—• к, необходимо вы­
полнить некоторые преобразования нал функцией (3.19). которую 
запишем предварительно в таком виде

./(г) = /с '•։ ( (a տ՛) ՜ (տ а)’ 'ժտ.
а

I’» результате выполнения замены 

будем имен.

7(շ) .= /(' Հ մ՜ . (; LZ2Y (3.22)
3 ,1 I Ч - \ ? 4֊ а /

ВоспольЧОВИВН1ИС1, тождеством

] ’ 1 - Հ* 3 ’
| ? 1 I - -»՛։ 1 հ։? ,у.. I

получим

J (:} — ic խո (т 4- а) -1п2а Փ(Հ)|. (3.23)
где

о
Откуда

1 fl— > । 
Ф(~)= ֊ ( ֊ </-.
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('.делав в последнем интеграле шмену - = /' ч воспользовавшись 
известными представлениями пси-функции Эйлера (|4), стр. 336 и 338). 
найдем

ф (сс) = ie^ '՜' 13.241

II с|юрмул (3.23) и (3.24) вытекает следующая асимптотика:

./Ա) In?-In 2а . (3.25)

Принимая ио внимание последнее, л также (3.18). (3.20) и (3.21,1, 
нетрудно сравнить поведение обеих частей равенства (3.16), когда 
- • X-, оставаясь все время в верхней (нижней) полуплоскости. 1‘.
результате указанного сравнения получим формулы

С 'Не In 2а 4- •••Հ-հ- *,)- •-».(!) к sec

(.՝ = 2/с ". In 2а • у-Հ ’ + Т՝) — փ>(1> - - sec -՝;e ‘,ր Հ
(3.26)

Условившись, далее, выбирать такую ветвь логарифма', что 

ln(Z— .$■) —In A- — X՛. Z—> А ± /О, A^>S,

In (г x) — In -v — x - г—>.v /0. a<^x.

будем устремлять к (3.16) ’к верхнему (нижнему) берегу разреза 
(—а. а), в результате обнаружим

<:^т'

1 ЧТ

Հ III (.V - X) 
.՝ ?/(?) </х i -

Ц -"՛(!'- j)֊Vc 

а >

Наконец, сложив (3.27) с (3.28) и приняв во внимание (3.26), полу­
чим нужные соотношения (3.4) и (3.5).

Чтобы доказать соотношение (3.6). воспользуемся разложением 
6.352(1) из |4|. В результате замены в нем л* на 0.5 ; Խ и отделения 
мнимой части обнаружим, что



24 Г. Я. Пбпой

В справедливости соотношения (3.G) легко теперь убедиться, еели 
и'рннять ко внимание известное (|4|. стр. ՜մ») разложение ihz на про­
стые дроби.

Попутно отмстим, что использование тех же разложений позно- 
1яет кы нести формулу

Не•>»( -г Խ\ «= С, ——L- _ • —П։гч (0..Т-- ս-) ձ.. (ч). (3.29)
՝. 2 / О.о-֊էս- ч

Отметим попутно, что для вычисления >.(?) оказывается удоб»- 
ным разложение

? I
( Л 4’~7-ր;—Ո  ------ а7 ՜ ,"1 ;ւ ՜ °-

к |(А- 0.5г -•>-[

4. Возвратимся теперь к решению системы (2.4).
Начнем с преобразования выражения (2.2). С этой целью полета* 

ним гуда : - вместо у. Последующее разложение правой части в
ряд Маклорена по ' приводит к формуле:

'•-У . . Д '.’Л1-/
М я v /«',(:)>•. ,(=г 11 v Й ■•••. н.п

/и Г I) ,г'

/№=0. Լ 2.
Введя обозначения

и подставив (4.1) в (2.7). получим

/֊'(;)= 'у| (Т'.Л i(;).v, /ՀՀ-,.(П v,-z 7'Հ ,(;)?,] 
'■ i о

iJO'z) -f, (:)•

Учтем, далее, следующее обстоятельство.
Рассматриваемая контактная задача с силами сцепления 

(4.3>

может
представить практический интерес, пожалуй, только для штампа с 
плоским основанием. Поэтому. *։тобы излишне нс шгромождать фор­
мулы. в дальнейшем ограничимся именно этим случаем.

Если па штамп действует произвольная система сил. го он мо­
жет получить осадку горизонтальное перемещение и поворо՜ 
на угол ). Следовательно, в этом случае

Л (A) + /..(Л) 'Е
и пото.мх на основании (1.8)
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— —■ .^e=SS=»—JSSSSS-i ~ *»!■ им -ДНЕ՜ ~ — ■■ ■ ■ — Հ> — , - Г. —ր-.<֊ -

Հ՜ (?) ֊ — < • ■ '■ Ո. /> (;) ֊֊ - Հ-. III)

Взяв Ироншмную но : от функции. определяемой формулой 
(4.3), с учетом (4.11 и полегании <е в правую часть формулы (2.8). 
п результате выполнения пнте։ ри|м»вання с использовлинсм <|юрм) ւ 
(3.1) и (2.11) будем иметь

Z;(5) ! Ճ ՛ ՝ '■’ 11 " '•՝ "•’•I ,л‘|:՛ ;Ժ(4.6)

*М։’ Ь-о I
• Hl ’ ” V ‘ ‘ С.\՝Л. ш-0. 2 (4.7)

/! “.('•—И!' « /

Если известны часы гД/ О. 1.2....... 2.V I). то формула (1.6)
согласно (2.5) и (1.К) пире к-ляет искомы» напряжения. 11рн иен местных 

уравнение (4.6) нредстанляет собой систему двух инти։ ральпых 
уравнений Фре;польмп с вырожденными ядрами.

к ft сущности переход or системы (2.6) к системе (1.6) иредстяв- 
ляет собой применение идеи метода регуляризации Карлеминл-Векуа 
(|8|, стр. 162).

Для отыскания неизвестных чисел :я (// 0. I. 2....) следует обе
части соотношения (4.6) помножить на V (л 0. Г....) и проингегри- 
ровять ։ю : в ингернале ( з. а) с учетом полученных ранее соот­
ношений (3.2) и (2.11) и обозначений |4.2). «4.7» и (3.7). В результате 
будем иметь

Ъ =֊»<! ճ’|^ ^,4-B^/vJ-|Crt;’(l) Н-8)

Ի 41 - I
п - о. 1. 2....2.V— 1. 

где

л"г'. ֊ ' 11 V 7 ւ՜ ( С "-. ‘ С т =0, 2. < I 9)
./! Г., (г 1)1՝

д;в,= V«։ (-)<Լ ,_,(;). (LIO)

Из полученной системы уравнений можно исключить прои воль­
ную постоянную С, .» также i0 и у,։.

«Чействительно. пусть /} олппчиет цептральную приложенную к 
штичну вертикальную силу, а Г горизонтальную силу. Тогда из рис-, 
смотрения равновесия штампа с учетом (4.2) и (1.8) нетрудно обнару­
жить, что

х.^Р. у„= /. (4.11)
< )тмгтнм спи՛ с.п л\ инне»
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г
А'>" ат 4 0, ր-= Լ 2. 3.... (4.12)

«г -О

Чюбы убедиться в последнем соотношении следует обратить 
внимание на то. что числя .4-' ' представляют собой коэффициенты Сте­
пенного ряда, получаемого перемножением <[9|, с гр. 372) 0яда (3.8) 
на ряд (3.9). С другой стироны, упомянутый ря i представляет собой 
разложение в окрестности нуля функции с՜* (.v)c (л*), тождественно 
равной единице.

Положив в формуле (4.8) - О и приняв но внимание (3.10).
(•1.12) и (4.9), обнаружим, что

2։1 = C֊/>-f-Z7-. (4.13)

Учитывая (4.2) и (4.13) и отделяя в (4.8) мнимую часть от вещест­
венной. получим полную систему алгебраических уравнений для опре­
деления л'л и у„ при заданных /< / и

Оказывается, что указанную систему можно разбить на две не­
зависимо решаемые системы, состоящие из уравнений количеством н 
2 раза меньшем, чем первая.

Для доказательства этого будем считать, что /. 1 (например,
в случае упругого слоя 2 z ос), тогда согласно (2.10) |։п д = 0. а

Re 7==0. (4,141

Далее, элементарный анализ формул (3.1(1) показывает, чти <2Я1(т) 
при четных значениях /и представляют собой четные полиномы от 
и наоборот. Следовательно. в силу (4.14) справедливо следующее:

Re (*,„ (•;) - О, т 1. 3, 5....; Im <?,;,(;) --О', т >1.2, 4.6....... (4.15)

Следствием числе .него является такое правило для коэффициентов, 
определяемых формулой (4.10)
Re.А/1 О, r + k- 1. 3, 5,... ; 1m Д^ 0. г k = О. 2. 4, 6.... (4.16)

Исли учесть (4.16), а также (2.3). то можно обнаружить, что 
для коэффициентов (4.9) справедливо аналогичное правило:

Re5)ri = 0. 1.3.5.,..: 1п> 0. ./ - п ֊ 0. 2, 4. 6... (4.17)

Приняв во внимание (4.15 1..7). произведем отделение в урав­
нениях (4.8) вещественной части о. мнимой. В результате обнаружим, 
что неизвестные лд>?г_։ (л = I. 2........Л0 и у2п (// — 1. 2..........  Д'—I) об­
разуют одну систему уравнений (в правые части которых входят 3$. 
7 ), и остальные неизвестные xjw(/n = l. 2.......V 1) и \՚ձ„ । (п —

1. 2........ \) образуют другую, независимую от первой систему
уравнений (и правых частях которых фигурирует Р).

Если принять во внимание структуру правых частей указанных 
систем, то cranci ясной целесообразность разыскивать неизвестные в 
следующем виде:
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|А-,„, х£,Г Л-Л’’,?*. у.„ - XST 4-Л1',1» 

.Уй = у,..,-, - к,, ,/>.
(+.18)

мыс системы уравнении представить
В1у...Р

v"”. Հո I/ \ > о1'•\ ? | _ о ; Л է
Ч J

Приняв но внимание последнее, можем упомянутые выше независи- 
к следующем виде: 

\՚6£'2. „ՀՀ"’ ,/Հ՚փ

А'Т , ...vr, v/<•■.-
՝ It I Г՜!

Հ'ւ><> . /то» \
>r-V'i ' Jin )•

и = I. 2........V I. m — о. 1.

где лля свободных членов введены обозначения

— Ա> է.'.., I ), А'՛

r'Ti _ я .г.’л-Ո -ill р.-’л
J'.'n 1 — ? Ն . /.‘л •

/>՛<" л, Л՜՜»- Л?՛0’J .‘it 1 ОО. ՛ Ч Հ-։ 1. /.'л *'>՝ -‘л՜ ''Лч.

{4.211

.Здесь и ниже точки над буквами о. .1. Л означают, что вычисленные 
соответственно по форм) 1ам (3.10) (4 10), (1,9) величины получаются 
в этом случае мнимыми и что нужно брап» только число, стоящее 
коэффициентом у мнимой единицы.

Найдя ՀՀ՛՝ и путем решения систем (4.19). (1.20) и подставив 
их в (4.18). получим значения коэффициентов л-я и у1։, содержащихся 
в формуле 1.4.6). Отделив там мии.мхю от вещестиеипой части, что 
ветру дно сделать, если учесть вещественное ւ ь числа <?/( — />) при 

чеПДйХ и и мнимость при нечетных, ;։ также

найдем приведенные (нормальное и касательное) контактные иаиря- 
жения.

Поскчмьку контактные напряжения буду։ выражаться через 
фуньнин вида (4.22), то. очевидно, что в .малых окрестностях концов 
X •։.!. тк.1 контакта упомянутые напряжения, стремясь к бесконечно՛. ՛■ и.
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будут сколь угодно раз менять Шак. Это обстоятельство вправлено] 
впервые в работал 11. II. Л\усх« пипвили |10| и Н, ДА. Абрамова 1li1 ] 
на аналогичной контактной задаче для упругого однородного полу-1 

пространства.
Результат этих авторов еле (ует из (4.6). если положить там вСе| 

коэффициенты 6Հ"'1 равными пулю.
5. Следует заметить, что в приложен них рассматриваемой За> | 

дачи гораздо больше интересуются не контактными напряжениями, и 1 
перемещениями Հ и Հ и поворотом штампа 3 при действии шдашшй 
нагрузки.

Поэтому займемся выводом формул для определения указанных! 
величин. При этом в наших построениях решающую роль будет играть! 
доказанное в и. 3 соотношение (3.4).

Интегрирование обеих частей уравнения (2.6) по : в интервале • 
(—*. а) с весом ? (;) дает

Հ 1 1 » 1 (5.1);

Девая часть (3.1). если учесть i3.li. (4.2) н ( l.l II, принимает 
вид </■* — И) С . Для преобразования правой части следует подста­
вить туда 1.4.3) с учетом (4.4) и выполнить интегрирование. восполь-] 
ловившись формулами (3.3). (2.11).

Таким образом, вместо (5.1) будем иметь

(/- тс . ДД ;Д (Л;" л -/ՀՀ՛ >

Հ էՀ> է շ/ЗМ ^АДу i/\'xy>x • (3.2)

( 1)'

обратимся к системе (4.8>.

/<7и։- । . ՛;

У1
'Чтобы найти -v.v и Гм, 

л - 2.V, найдем
Полагая там

v | • 
/ о

Л'> 4 /у/1 — и - ։.4?4 ՝т |

Отделяя стесь мнимую от вещественной части, пользуясь при этол։ 
(4.16) и (4.17). получим

х_.V = г .՝ I ...Д.,, _ V ^_,.2Л.У2Л ., - />|<;^ 0 - <՝да| [.

I II I ոք
v.v -»••՝։ v/s. ,vxrt, ՝4/й>;л.У2„

I лոք
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֊ւ՜/՚ևՀտ (•.)֊/<.л) хУ<Ггл |j. (5.4)

Пользуясь формулой (3.5) и принимая во внимание հ= /и. а 
также (2.11). (3.6) и (3.19), негру ню обнаружить. что

։! = . С... (5.5)
sli ՜օ | 1

где

Z։C\. = In 2։— —~------ 1> О th-н (0.5=4- •*=) *, (յւ). (5.6)
v.O" н- Р՜ р

Отмстим еще. что согласно (5.3). (3.10) и (2.3)
ր(1111I. <2.V)Y (Ղ7)

и также-

ImA4/1' 0. /-2л; Re К՝Г = ()../ = 2// 1. (//-0,1.2...). (5.8)

Подставим теперь (5.5), (5.7) и (5.4) в соотношение (5.2), после 
чего, прийяв но внимание (4.5), (5.8). отделим там мнимую часть иг 
вещее)венной. В результате но.н чим два уравнения, из которых пан­
де м t>։ и Հ:

При получении формулы (5.10) было учтено следующее соотношение

•■■■։. ՝ ■ у л. , - л;:՛, ..л1лд՛,

II 1 ( -‘г* f ‘ J

+ ’v|a՜;; հ;հ’՜' as v|a'sJ֊֊=<i. o.id
-,l (2ЛН I I

Чтобы убедиться в его справедливости, следует принять но вни­
мание след՝֊ ющее обстоятельство. Пусть из инами дейсгвус։ только 
момен .VI и, стало быть, Р 7 о. В эгом случае, очевидно,
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®, «. о, /;<:) (I. Հ(•) = ~ V-, (5.!2;
Принимая во внимание />=Т = (\, вместо (4.1 Я) будем иметь 

л-2,, . = I. у-. = л-,„ » у.., , - 0. « - О. 1.2... (.5.13

Подстановкп (5.13) r (5.2) и использование (5.4) приводит к соотво 
шеи и io (5.11).

Формулы для угла наклона штампа получим, воспользовавшиа 
моментным условием равновесия для штампа

W 1

•И -- /ձ (է) xdx = հ | ր\ (;) \d\ — hxv

•tr —a

Откуда, если учесть равенств:։

л-, — A'i'° 7՜ | Л?"**. ~ !Հհ
'Կ 

вытекающие из (4.18) и (4.5). и еле'.усг формула;

?= (.4 ЛЛГ'7). (5.14

6. В заключение остановимся на учете сил кулоновского тре­
ния по участку контакта.

1<;и это обыто принято, будем считать, что для вдавливаемой: 
к основание тела имеет место предельное состояние в том смысле 
что

р,.(х) = Ау,^ (.с). (6.1'յ

где АЛ коэффинис’нг трения.
Использование (6.1) позволяет согласно (1.1) свести задачу ւ՛ 

одному интегральному уравнению:

й

|ՒՀԱ х) А’;л'։’(л- - .s)|/»։ov) ds /.(л), л о. (6,2 

• Ո

Последующая кнмеиа

Л- Л֊, $ //т, հրՀ{հ\). 1 /'։(//:). - /7- (6.3

п использование приближен«1ых продета олений (2.1) приводит инте­
гральное уравнение (6.2) к виду

ք ՚ տ.աո(;--)-ւ У hi :Հ_ «,(-></- А'(=), (6.4)
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/• (;)_ ** /*(;) - (’/(; -)Р։(Т>^
(6.5)

При этом

Му) /0(у) - ֊ /> (у) V ('■ у'.
-'■■м —,г\

Воспользовавшись формулой (2.8) (положив там. предварительно

Z(՜) /М~). *=֊<Ч. 7 = 1 но՛cig/.,

и приняв во внимание (6.51 и (6.6)). ։акже как и в случае ««дачи со 
сцеплением, сведем решение интегрального уравнения (6.2) к системе 
25՛ I алгебраических уравнении аналогичной структуры.

Одесский ii»։4ceHvpn։»-c!|>uiiii',ii.iiij । цистит 11иСГУНИЛЛ 12 1 lf><։3-

•։-. it։» Պոսյււվ

ԱՌաԱԿԱՆՈէՓՅԱն ՏեՍՈհ^ՅԱՆ ՃԱՐ£ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ հՂԴՐհ 
ԼՈհԾԱԱՆ ՏՈհՐՋԸ' ԿՑՈՐԴՄԱՆ ԿԱՄ ՇՓՄԱՆ ՈհԺեՐԻ 

ԱՌԿԱՅՈՒԹՅԱՆ ԴԱՊԼՈՒՄ

II. II՛ Փ II Փ II I’ 1Г

Ներկս։ հողվածում առաջարկվում /, րնղհանոէր ախղի ղծորեն ղեֆոր֊ 
A5*/^*"/։//»/"// ՝՛•//// 1-1՛ մեջ '1ներշնչման 3։»»yr/' խնղրի րաե 

ման մոտավոր մեքմէէղ՝ կոնտակտի տեղամասում կւ/որդման էլամ ՝փմուն 
ածերի հո>ջվստւ։ւ մով: I/ ոտավոր ■/ ե /7 ողի I, tt է իէ ;tt էն ր и ււ՚ա ։րք ու >> ինաե ղրւ>/ք 
•աոիռռարէէւ tf/ւերի կռրիղների ոինղէէէ լրոր մառերի nt'h հ֊ս։ աե րւ t հ ոեղուղւար 
մասերր րաղէ! անէ] ա՚ծհերսվ ։l n in tn/'///</п> մեգ Լ : 1^'հև կաn ttt ւրււ iitthրր
կատարված են >! հկ աերքաւք uitniil կռնւււտկււէի '/ե'»/./’!' հէււմւէէր, րւսրք ւլրււէնր 
կ",1""1 ե՚էւ տարածվեք ՝!ւաե մի րտնի tn եւ/ ա >1՝ ա ч ե լավ կո’ւււոակա ի դեսւրի վրա:
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