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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л А Мовсисян

О нестационарных вынужденных колебаниях 
цилиндрических оболочек

Наипрос гейшей задачей нестационарных вынужденных колебаний 
(н.;и перехода через резонанс) является случай, когда „частота՝* воз­
мущающей силы является линейной функцией времени. Расчет Вы­
нужденных колебании п -л ом случае споли гея к неопределенном) ин­
тегралу. Впервые \. II. Филиппов |1| вычислил этот интегрьт для 
линейной упругой системы с одной степенью свободы путем сведения 
его к известным табулированным функциям, с учетом затухания коле- 
баний в материале. В дальнейшем А. П. Филипповым и Е. Г. Голи- 
Скоковым были получены решения для систем со мhoi ими и беско­
нечными (стержни, пластинки) степенями свободы |2.3| Имеются 
также решения других авторов |4,5|, где расчет колебаний приведен 
к иным функциям.

В нашей рзбО1ч |6|, используя идею А. П. Филиппова. расчет вы­
нужденных колебаний ортотропных круговых цилиндрических Оболо­
чек сводится к известной табулированной функции |7| для случая, 
когда „частота" возмущающей силы есть линейная функция времени. 
11 работе |6| рассеяние энергии в материале при колебаниях учиты­
вается на основании гипотезы Фохта.

В настоящей работе внутреннее трение при колебаниях учиты­
вается на основании гипотезы Е. С. Сорокина |8|. Расчет вынужлен- 
чых колебаний сводится к гругой табулированной функции [9| (меж­
ду функциями |7| п |9| существует простая зависимость). Получены 
условия, при которых учет затухания по обоим гипотезам даст оди­
наковые результаты.

Приведены некоторые результаты экспериментального исследо- 
ВЛННЯ.

§ I. Уравнение колебаний оболочки

Пусть имеется тонкая круговая цилиндрическая оболочка гол* 
щннон h и радиусом г. Будем принимать, что материал оболочки 
ортотропен и главные направления упругости материала совпадают с 
главными линиями кривизны оболочки, которые принимаю гея в ка­
честве координатных линий. За координатные параметры берутся от­
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ношение длины дуги образующей к радиусу оболочки (д) я централь 
ный угол, отсчитываемый от некоторой образующей (у). Будем ноль֊ 
«жаться теорией пологих оболочек [10. 1||. Наряд) с общими пред­
положениями теории пологих Оболочек, принимаются еще следующие: 

а) п уравнениях движения пренебрегаются инерционные члены, 
соответствующие перемещениям вдоль образующей (к) и по дуге 
(т») оболочки:

б) н соотношениях упругости затухание учитывается в членах с 
радиальным перемещением (к՛).

Ввиду принятых предположении 6\дем иметь следующие у рав­
нения движения и соотношения упругости соответственно

•Պ = 0, ОН _
- г.\՜.. -0.

ОХ Оу Ն Ox оу

ծՏ . Ժ/ւ оМ, օՒւ= о. г Л, = ։>. (1.11ОХ Оу Ох о у

Т
O’W Հ

0
дх с»у ОН )

1 ■ 2՜ hxey

В (1.1) и (1.2) сохраняются обозначения J 11 [. кроме того приняты 
ещг следующие обозначения: է время, р плотность материя.ia обо­
лочки. I мнимая единица, %.—коэффициенты поглощения энергии в 
соответствующих направлениях (численные шачения Հ-, учетверен­
ные отношения поглощенной энергии за один цикл колебания к пол­
ной энергии деформации за тот же никл), знак плюс перед co­

ot in тстнуе-i нагружающей ветви кривой напряжение- деформация, знак- 
минус разгрузке.

Из (1.1) и (1.2) получаем следующую систему уравнений коле­
баний в перемещениях
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+ շխ,Հ| У) + 2М.(. ^)]֊֊^

IJ-V Mr " <>•

I 10ИНИМЗЯ
_ է ./ , * Z'z... \ ՕԴ / , ^Ւ' <PF \

« C«.)( ■2-՜),լհ11Հ- ՜՜ր>Հ 1 - ՜շՀ/(%.էԺթ 1 .)'

. / 1 &ր. \ 1, 3 F- ր,.. (₽„ - ( 1 _ լ;.- ) -

- 3)-

Ժ7? , . ՕՀՒ Օ^Ւ'
:c — c'ur,j,j - —4- 4- (c'J։«'.w < ք, — 2cry'w) ՚

тождественно у;:ов.1етворнм первым двум уравнениям (1.3), я и? тре­
тьего для неизвестной Ւ получим

< И : շ Հ-Հ ,

2-ri< (fs"ify^
(PF

OX'(/\'Z

Р՝~фр~) <լՀ,)

где
Л\ = Լ)յ\Ի к, 1)п Ր. 2 (/Jl5 2/ձ,.,) /Հ, 

/<,= /ЛА /Л;Ле 2(p։3 2/J.,J/>3։ Л, =/Հ..../>3 2(/Հ2֊2/;ւ56)/Հ. 

/^гр։. Լ\ = Շյ։/Հ. / ; - Ь։։/ЛА 4-2/Л,Л)/<. .

Հ 'МЛ ֊%/Հ-յ/ձ.

! . . i>:!\ .... ! :■ (L6)
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Q( 1 il< P П1- •JL'V'.'t * յ՚-՚՚Ժյշ)’ 22^ .14 ( ?l2 '/л.՛)՛
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Уравнение (1.5) есть уравнение вынужденных колебаний цилиндри­
ческой оболочки с учетом внутреннего сопротивления в материале 
по Сорокин}.

§ 2 Свободно опертая замкнутая оболочка

Рассмотрим оболочку, которая свободно оперта на концах, т. е.

:«• ֊ v = 7\ = Мг О при л՛ - Ո и տ ֊ г - (2.1) 

где /—длина ободочки.
Пусть действующая на оболочку нагрузка имеет вид

Z = ■? (Л-, у) cos ( ֊ .’о ): (2.2)

где '■ скорость мгновенной частоты возмущающей силы. началь­
ная фаза.

Будем искан, решение (1.5) в виде ряда по собственным фор­
мам свободных колебаний шарнирно опертой оболочки, т. «.՛.

F V I/) sin /;„л-cos //v. (2.3)
. т I >! О

где
т -г 

Կ = —-----

Разлагая (2.2) в ряд по тем же функциям, из (1.5), (2.2) и (2.3) 
имеем следующую систему уравнений для неизвестных

֊^֊ - (%» շր)Հ„, = -„.»™տ(Հ- + 5.. )• 0.4)

где

А՜,/.՝; : К.Հո՛' Ky -г Kyi" 'հ7ՀՀ1 tn -tn J fit • m •՛ * wr ,. I - \
ii)---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- I (J.ОI

//Ml Л-» ntfi

2
Հ 4 iլ ՛ՀՀ 1-7է.Հ'-- ■ ^(ՀՀ,ո

1ЧЧ

L՛.-
- •;.՛." — / .Дн,/1

tr

si и cos n viixa'y.

0 0

(2.6)

(2.7)

л,и —/ճ— \ ֊sin Л^лт/л<7у.

II 0



ձ„„ + + (2.8)

Для краткости опуская индексы. Հ2.-1) можно представить в виде 

+ '"’(1 ± 4/. ) / = г««4 “շ- + г« )• (2.9).

Характеристическому у равнению однородно։։ части уравнения 
42.91 соответствуют следующие четыре корня

Решения (2.9). соогветству ющие корням л.. ։. будем отбрасывать, 

потому чт< они нритиноричлт физической сущности затухания, (вум 
«•пившимся корням соответствует следующее решение однородного 
уравнения

/<0՜' -С,մ — տեւ '-.է - C,tf-4co$fr. (2.11)
где

(2.12)

Частное решение (2.9) можно найти методом вариаций произ­
вольных постоянных Опуская все нро.межу ючные выкладки, напишем 
решение (2.9։ пос.к. удовлетворения нулевым начальным условиям

/ \ е ■’’'՜՜՚-շօտ ( ~ - =e ) sin 3 (է — ~) th. (2.13)
՚Օ

Заметим, что н }(>], где затухание учитывалось на основании гипо­
тезы Фох га. (ля неизвестной / ւՀ ими։ г одно и го же значение здесь 
и в J6|) имели

/ = *| <• cos | ։՜ J sin к (է — ՜) Ժ-. (2.14)

о
()К‘

՜ Нулевое млч.тл!>н|.1е условия/(О ./ (О) 0 (или w (.՛ — 0) (/■ <>> Պ

tu՛ с;, in ci । ценны н принимаю!"-м и ocjkhhiom лля крюкоезн записи. 
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где ft5 «ր 'հ-. а /—функция вид:։ (2.6). где вместо коэффициен­

тов поглощения энергии стоят коэффициенты, характер։!дующие за­
тухание в материале |6|.

Сравнивая (2.13) и (2.1 Г), замечаем, что учет рассеяния энергии 
в материале по Фохту или по Сорокину дает одинаковые результ; 
ты. если

Հ== | շ.օ> J - -14- J l —г.

______ _ ____ (2.15)

, ։,i i / , , z ՜
/.’ =-------- 14-| 1 - a .

I 2 I J’

г. e. между коэффициентами, характеризующими иггуханпс. и коэф­
фициентами hoi лощения энергии существуют связи в виде (2.15). Эти 
условия имеют очень простои вид для случая изотропных оболочек 

(для изотропных оболочек Ви В2г |“~Г՝ ^12՜ ՜յ ~տ

“ .>0 ՛ !։н =- !А22 — :х։<? ~ &|(Г ՜ Տ 'Հ։ = ՜?ս։ ~ ՜՜ ՚յ ) ՜

(5нн имеют вид

•!> 
:ւ = ՜շ ։̂

= ։и2( 1 _ 2ՃՃԼ ). (2.16)

При выводе (2.16) использован тот факт, что О малая величина и 
квадратом ее можно пренебречь по сравнению с единицей.

11ервое соотношение (2.16) показывает, что коэффициент, ха­
рактеризующий затухание в материале, не постоянен для данного 
материала, а зависит от частоты колебаний. Такой результат подтвер­
ждается опытом |8|.

Введя новые переменные

‘ Й ? /շ)՝ Կ> = - * /7'-
2 I €« 2 J С.

(2.13) можно представить в виде

/(/I .4 (/) cos ( ift փ տ„ փ г(/) j ► (2.1*) ‘

где
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(2.19)

,,ч , է։ո Л (D
‘('’ = :lrC*-Re7(O (2.2П)

Интегралы в скобках (2.19) выражаются
функцию |9|.

Если Обозначить hhtci рал вероятности

через габу.шронанную

то ддя -U0 получим

.-1(П -֊ - ''?l ֊ Հ U ,? > W (!) - ԱՕ .» . .

(2.22) 
Обозначим

/•"> - ֊|^-- (2.23)■> мгл ՝ ՛
<’>отл

Отношение

<т (‘> 94)»тл fixri ' ՚
՚ ttttl

подобно |1,2| назовем динамическим 
колебаний.

Из (2.3). (2.18) и (2.2-1) имеем

коэффициентом вынужденных

Ւ' Ճ ^w,((0/‘;'/>liiAw.vcos//yc<)s( ,!։ - з0 (/)). (2.25)
т.п \ - '

Имея Л. по формулам (1.11. (1.2) и (1.4) можно найти все расчетные 
величины.

Таким образом, нахождение перемещений и (ииамических на­
пряжении под воздействием поперечной нагрузки с линейной „часто­
той" сводится к вычислению ряда по функциям собственных форм ко­
лебаний. Коэффициенты ряда определяются через статические коэф­
фициенты (т. е. разложения функции /*' в ряд ио тем же функциям, 
когда Z действует статически), умноженные на динамические коэф­
фициенты вынужденных колебаний, которые выражаются через табу­
лированную функцию [9].

§ 3. Цилиндрическая панель

Пусть имеется цилиндрическая панель с пролетом I и углом 
раскрытия у0. которая всеми четырьмя кромками оперта и несет на­
грузку (2.2).
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Будем искать решение (1.5» в виде

= Ճ /mrjOsinX«xsinjiev. (\֊ '֊" )• (3.1)
«i.e X >0 /

Рвз.шгая в ряд Z(x. у f) по функциям sin'!f.x sin р. г из (1.5). (2.2)
и (3.11 для неизиестных /ж (О получим

где
к.՛:, К֊''„:Հ • Л՜?-:.:*! *՝'.Հ:Հ *ն£ '•’ՀՀ ......■ --------- -д^-֊ . ■ (3'31

ՀՀ ՚ ՝-■■: /՛:■■■/.’֊"֊ / ■■ ^ՀՀ՚^Հ,:֊:.
ձ„.

(3.4) 
If ր.

•1г5 ' *
*я* * /год՜ ւ I *յ|ո **’*sin p*ydxtiy՝ <з

о »

ձաո = /Г.Г‘ [/ՀՀ ֊ />,Հ ս; ֊֊ PXI-

Так как уравнения (3.2) ничем не отличаются от (2.4), то и решения 
их имеют вид (Ճ.18) с новыми постоянными. поэтом \ решения (3.2) 
здесь не приводятся.

В качестве выводи отметим, что с увеличением кривизны панели 
динамически»՛! коэффициент вынужденных колебаний увеличивается.

§ 4. Экспериментальные исследования

Целью экснериментальны.х исследований была проверка выводов 
работы |6|. а также определение максимального значения относитель­
ного динамического коэффициента вынужденных колебаний при пере­
ходе через резонанс для разных частот и различных образцов. Отно- 
сительиый динамический коэффициент вынужденных колебаний опре­
деляется как отношение лнвпмического коэффициента вынужденных 
колебаний ((1.19) работы |б|г к динамическому кол(м|)иннепту усгн- 

новишпихся резошшеных колебаний "7^ ) ’ т‘ е‘

■ 'ИХш.)!- НВ

Клк I.MICI IUIIMW If jXIhliriimcM. «Дсчч. V»6||II УЧ11П41МГГ. UHVXailllC ll.l Itani՛ 
клини гипотезы Фохтл
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В ходе решения основной задачи определяются собственные 
•ш.сюты н коэффициенты. характеризующие затухание испытываемых 
образцов.

Испытанию подверглись стпльныз замкнхтые цилиндрические 
оболочки изотропные и конструктивно ортотропная (с внешней сто­
роны кольцевая. ребристая». Дли упругих характеристик принималось

/•՝ с.ч
— = 5.10»֊ - и . = <1.3. 

I ек

Упругие коэффициенты .ня ргбрисгон оболочки определялись но 
формулам |Н.12|

Свободное опирание оболочки ос\ щестнлялось сле.п кипим обра­
зам: оболочки паеижн вались на специальные диски, которые обеспе­
чивали внутренние опирания оболочки ни краям, я снаружи обжима­
лись хомутами

Мы здесь прине tew шиныс только одного образца. Один из об­
разцов (изотропный) имел следуи)щ։и размеры: г 58 и.и. / 360 леи.
Л I .w,«.

Первые расцепил частоты этого образца следующие:

и)
՚Գ«=՜7ր՜)- ’» л 763 гц' 880 'и J084 ЭД. (4.2)

Эксиернментяльные значения частот определялись по осциллограммам 
установившихся резонансных колебаний, а формы колебаний—прощу- 
.цыканием.

Получены следующие собственные чистоты:

>р = 760 ։ц, -j. -= 920 ;ц, >:< = 1040 эд. (4.3)

Принципиальная схема экспе­
риментальной установки вос­
произведена на фиг. 1.

Оболочка раскачивалась 
электромагнитом. Сигнал с 
пьезокрнск1ллнчгско1 о датчи­
ка подавался для усиления ч 
эЛ С և । р । > 11 и о - с I а б । f 1 и и [> । >и: । н и и й 
уснлигсль. а потом ш. шлейф.

Переход через резонанс 
осутс-ств-тялся иращеиис-м pv- 

!К()ЯТК11 зпукового генератора 
в определенном огрей.е тме- 
нгния частоты. Для опрсдсле- 
инн скорости перехода на плен­
ку. помимо ocnoHHoni процесс;։, 
времени II VIKOH изменения

Փա I.

i.-iiih։ iJiia.iHci. колебании отметчика
нрашенин реконткн ЗГ.
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Расчетные значения определялись ио (4.1) с той разницей, 
что вместо коэффициента, характеризующего затухание в материале, 
пользуемся суммарным коэффициентом затухания, обусловленным. по­
мимо внутреннего трения в материале, еще и граничными условиями. 
Этот коэффициент определялся по осциллограммам свободных зату­
хающих колебаний.

Время, при котором получает максимальное шапение. при­
нималось приближенным, но весьма удачна формула Каца |13|, ко­
торая в наших обозначениях имеет вид

Ճ- = I • I
՜ Հ,,.( I Wb-) (4.4 >

Экспериментальные значения получаются но осциллограм­

мам установившихся резонансных колебаний и по осциллограммам 
переходных процессов.

В табл. 1 приведено несколько значений (т. е. для наимень­
шей частоты! для разных скоростей перехода. Суммарный коэффи­
циент зап хания (z<7‘") равен 21,55 сек՜1.

Таблица I

ձ С” Р.Тсхожлс- 
IIНК в ՛*/<»

299 0.84 0.78 7,7
359 0.78 0.76 2,8

’ 502 0.75 0.70 7.1
739 0,69 0.64 7.3
897 0.66 «».60 10,4

1047 0.65 0,58 13.1
1257 0,60 0,56 7.8
1571 0,53 0.52 1,6

Анализ полученных осциллограмм показывает, что эксперимен­
тально найденные величины мало отличаются от расчетных н имеют 
место выводы работы |6|.

liiicniiv» хноемашкп и механики
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ԳԼԱՆԱՅՒՆ ԹԱՂ֊ԱՆ^ՆեՐհ ՈՋ ՍՏԱՑՒՈՆԱՐ ՍՏԻՊՈՂԱԿԱՆ
ՏԱՏԱՆՈհՄՆեՐԻ ՄԱՍԻՆ

IL ւր Փ II Փ II I* ւր

Հէպվածում ուււոէմնսէւէիրւքում ե(> որի աորաւ/ ւ/րսնս> i/i'h ք / tit ք ) ՆI, ր ft tn Ui-
ասւնէւքմնհրր, 1ւրր ք1էսւրււ1ւք1 ի uitfijnij ամի Հաճւո/ши կ ւսնո t fl յէէւ)ւր ւր՚հււ ■
յքւն էիէէւնկէ//Կւ> Լ thiitl ուհուկիրւ P*utղւսՆflի hittifintif Լ1ւ It րւյ իա յ ի ւյրամր unnnitti 
նումնհր/t ւհււմա}ւակ հաշվի Լ աոեվում րոա |ծ՜յ՛ Տատււաում)ւ1ւրի 'աշվսւրկումր 
րևրվՈէմ Լ հայտնի ֆունկցիայի ք.\ որի հւսմար կա աղյՈէսակք Ilt/ttuijifinA 1.Ն 
պայմաններ. որոնր q/.tt/րամ. անկաիւ նրան իր, ք)ե [հողանցի նյաք1ի I/հրրին 
յփւււմր illl-յվի Լ աււնվ ում |6'|, ///■ ■$'. աւ/ս.աոուք1յոէնն1էրում նրիււձ ձեհրա1, 
ա/1ւպւվամ են նայն արւյ jnt հ րսերր ւ

Դիտարկված են шушш Հենված եզրերով փակ հ րաւյ /11111/1.11)1 ք)Ների զեպ- 
/'Դք’

կրւււզևրիմ հնոււ.ւ/ Հեոււոզ iiinnt/IյուՆՆեր/> jjntjg են UUU/jltt որ in 1ա <ււկ tnh 
<ւզրակւորէոք1յոէնՆերր ճիշւո են։
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