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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

II О Гудкпнян

О вычислении сумм некоторых рядов

В настоящей заметке дан способ вычисления сумм рядов

th J2*֊!)*

i у ------------2_____ _ X՛ ____Լ . \՝ Հհ*" (П I.֊՛....).Д» (2Л-1Г-’ Д, *’*՜’ shAs '

встречающихся |1. 2. 3| при решении некоторых задач теории упру­
гости. В качестве иллюстрации вычислены значения сумм этих рядов 
для п = 1 и п = 2.

Вычислены также суммы рядов

уНГ 1 Հ. (—1)*՜' »

§ 1. Рассмотрим выражение

f (*.?) = V 
л=1 >

1 (֊!)** 
р Ь'р- + k*a- stn

pr.y\ . k~X
Ւ- ISin ֊ր֊ a ) b (1.1)

Произведя су ммирование. получим

1֊^
_ X* X ՝ (_])**’ S b k*x
F(x. V) XV 75֊. 4 ——.--------------T—sin *T~

• Аа*Ь ’ ՝2a՝ к . k*a ռ»-։ sh—r-

(О V». л < -4- b. 0 у < a). (1.2)

Здесь были использованы значения рядов (4|

• (_!)*♦’ տ!ոԽր ] shax
k k‘ и' 2(F X ” sh a~ (-r X -г Г.). (1.3)

У ----- sinA'X^y (֊-s<x<+«). (1.4)
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к || . "'  '■■■ ՜  = ■ — - ՜՜ = —  --------- ՜ ՜ ’ - 5^

С другой сторны, меняя порядок суммирования в повторном ряде вы­
ражения (1.1) и используя значение ряда |4]

X k{-k^lnkx -та <-«<*<+’> и-5»
будем иметь

/• (х. у) -
_Д_у <-»>' '* ։1ՈՀ£ 
2«* Р ։), р±- 

а

(0- х //; 0 Հ у а).

(L6)
Приравнивая (1.1) и (1.6). получим

• (—I)t,։ Sh а .’У (0 < X<b\ 0 <у Հօ). (1.7)

1 ՜ k . м sln «
*-ւ sh-------а

Непосредственной подстановкой значения х b в соотношение 
(1.7) убеждаемся, что оно имеет место и при зтом значении а, за 
исключением одной точки (х = Ь, у = а).

Покажем, что перестановка порядка суммирования в повторном 
ряде (1.1) не меняет его величину.

_, . . kr.x
Ряд (1.1) рассмотрим как ряд Фурье функции г (х, у) по sin —.

Проинтегрируем (1.1) по л от нуля до л

h ж / “ ( — 1 pry \ kr.x-V ( У ֊- ------------- sin
r Հ-i \ — p b-p* -p a՝k՝ a / b

X
= /• (x, y) dx = Ф (x, y). (1.8)

и

Поменяем порядок суммирования в повторном ряде (1.8), что до­
пустимо в силу его абсолютной сходимости

ճ( у os-^sm .^ = Ф(х,у). (1.9)
Ո ճյ И - b-р- փ а-А-’ ь / а

I А

Продифференцируем теперь ряд (1.9) по х
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V ±/v

է'։ Р \л b*P'+“^
sin

k-x \ .
“/1П

/>~У 
а

ԺՓ (д, у) 
дх A՝(.v, V).

(1-Ю)

Ряд (1.9) можно было дифференцировать но х почленно в интервале 
О л'<£, поскольку в этом интервале повторный ряд (1.10) равно­
мерно сходится по х (см. 1.5), а также равномерно сходится |5) ряд

՝ k(-\)kp . k֊X
ճյ, b-p' + aW ՜Տ։Ո b

Приравнивая выражения (1.1) и (1.10). получим

2 Հշ -Ճ <֊J>2_Sln 
Ջ р հր a k

1 . (- l)*+p . .
Ճ p (2 %»p2 + a’FSin

k~X 
~b~

Р'У 
a '

k~x 
b

что и доказывает возможность изменения порядка суммирования в 
повторном ряде (1.1).

При л՛ —• у = \չ- из (1.7) имеем

V է-1)*՜' _____J________  1 V (-П"՜' 1___________ շլ
Г, 2*-1 ch I»-о™ ''А 2*-։ Ch~(2fe-1)^ ՜ 4 ՜ 

2ծ 2ճ

(1.11)
Если a = b, то из (1.11) получаем

~ (—1)*՜’ 1 г
s 2t-1 chjg£Fn֊^^T- (112>

§ 2. Покажем, что можно вычислить ряды

էհ №7Հ1)*
• 2 t ո**։ յC<1) _ К’_____________________, С(2> _ V * ' .

’«֊’ Հճյ. (2Л-!)<"-’ 4’։՜՜^, Л4л-‘ shb

Տ£Խ = 2 ֊֊^ (2.D
*-1.3 R

для любого п (л—любое целое положительное число).
В дальнейшем примем а■ — b = 1.
Интегрируя выражение (1.7) 2л —1 раз по л* от нуля до .v и 

2л— 2 раза но у от нуля до у, найдем
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1JT-— г----------- ,— - .Г .  г: - --  -------------- - •— щ —

« л2яу2я֊։ X (- !)* ։ 1 1
2 (2/г)‘ (2п ՜1)ք r k (kr.y shJb

X (AU (У) ^ (-<)֊! -^(х)/>Иу)’. (« = 2.3..•) (2.2)
где

22Л-Л ։ ! | 22л-5 ք լ
(2л —3)! ~ (ծր)2{ (2л^5)Г ‘ (Лк)2

1

22(Я-1) 1 J 22(Л֊2) յ
‘ 7) (2(л- 1))!՜ (^Г- Ц2(л -2)|! (М!

22<л-1) լ / 22(л-2) լ
*(г) = ՜յշխ^ոս + ад5՜ 1 ~ |2(«-2)]։+ ад5՜х

х ••• + ^֊։-(-l + rtfcz)

22л-3 | । շ5ո-Տ J

(2« —3)! (fe֊)2 1 (2/1-5)! (k'Y

Для четной степени ху получаем

- (ху)2я у (-1)*4՜1 1_____ L
2 |(2л) !]2 ’ 2-; A- (k-y 3hkn

X [ФНу)Ч’А.(л)-ЬФЛ.и)Фиу)) («
Здесь

Я / X շշ^֊Ո ։ 1 | z‘i(n-2) ։ I
Փհ(2)՜ ՜ |2(л-1)|!4՜ I |2(«֊2)J! ' (WX

(2.3)

!֊(лЬ<՜ '+chte) I'

։1և(2) =
г2(л-1) I

12(^֊ЙТ! ՜ (W
22(и-2) լ

|2(« ֊ 2)1! (W

COS k~z)

Подобным же образом имеем

— х2я՜^’ у~п
2՜ (2л-г 1)! (2л)!

(֊if՜1 1____ 1_
/г |(А՝т:)г sh k-
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( I Հ2'1՜’ 1I P։(-V>I (2л—I)! ՜ (KF 4

I л2՞՜* 1 n+ (2^Лй+ (^^‘W])- <2-4>

Для нечетной степени xy будем иметь

* ИО**1 = v (-1)**1 J_____ լ_ у
2 I(2a+l)f £ k (^Sh^x

X (<Л (у) V, (х) 4- Uk (х) V, (у)], (« = 1. Հ- • •) (2.5)
где 

22я-1 լ / շ2ո-3 լ
(2) = ՜ ՜(2ո-Th + (KF l ՜ (2/4—3)! ՜1՜ (KF x

sh A’-z \1 J

/Jr
t2«-» I I г2л-з ։

14 (z\ - -....... ..... .............-— I________________ v
(2л-1)1 (кг.)‘ J (2л —3)! (A֊)-

Ряды н (2.2)—(2.5) равномерно сходятся в области (0<х< 1, 0<у Д).
Подставляя в (2.5) х=1, у 1, выразим Sg>_։ через суммы

/ — п* (__ 1 )к
• •, Sg>_5 и через известные ряды V ։ у———

է-1 'Հ Л-1! k
(коэффициенты при всех суммах вида Տ(հԷ , (/г — 1,2, •••) обращаются 
н нуль). Итак, если известны суммы ճ^_5, то из (2.5) при
л՜ = 1. у = 1 можем определить значения и для ,.

Соотношение (2.2) при х = I, у - I позволяет определить зна­
чение

9 V 1 ’ J. V <— 0*+' (9(!.
"Д2 (2А-1)4"-3 sh(2ft-l)^ +S А՝"-’ 2 ’ (2-6>

если уже определены а также выражения

2 Д(2А-1)4’՜’՜ sh՜(2А՜!) Т + а’"֊’ էհ ՜2՜ ’

I 1 * (— 1)А'+։ kr-շ у--------------------------------------------- у - ՝_____ .12— th •ՀՀշ {2k-})in л sh(2А—d-tt Լչ.: 2

Выражение (2.6) будет использовано в дальнейшем. Для вычисления 
рядов типа SJP_։ подставим в (2.3) х — 1. у 1. При этом вы­
ражается через Տ^Լ- • •, Sg_5 и через (2.6).
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Далее подставим в (2.4) х=1, у = 1, откуда определим вы­
ражение

* /_ и*+’ ь- Լ 1 1V ...‘2------- th — — 9 V------------------------------------------ (2.7)f, 2 - {2k_ l)4„_։ sh(2£_1)n ’

Используя определенные ранее значения £.£>_, и 5^_г после 
некоторых преобразований из (2.11) получим значение 5'У_Г Итак, 
если уже определены суммы рядов S19 ։, Sg_v S$_{ для п = 1,2,--- 

т. — 1, то можно найти значения этих рядов и для п - т. Отме­
тим. что если в исходном соотношении (1.7) не принимать a = b-= 1. 
то таким же образом можно получить значения комбинаций рядов

th
V 2а 4U (2* ■ , X՝ lh — ■

(24֊ 1)4"-՛ <2* -1)4я՜’ 2j /г՜’71՜1 ,
к ։.2 տհ ՜՜ի~

<
 7

7' ZJ7
 

S ։ ..: v
c.th-------

а
.. k-a

֊ cth l>
■и S ь*֊-1 •

fc-1,1 Ksh----а

2 JjL <2л“" О’ sh(2fc —1)к " 48 ՛ (3,3)

§ 3. В качестве примера вычислим ряды

էհ^֊Ո"
V (-D*41 1 v cth*z 

й (2ft_։). • Հձ - shfe- ձ, к>

էհ(շչ-Օյլ
V ______ 2 у (~1)*յ| 1 у clhfa

<2*՜9’ ' ձ, к" Shfe։’ Л, k՝
Из выражения (2.2) при х = 1. у = 1 непосредственно найдем

. th <2*֊^

Л. -
га
32 ' (3.1)

.Подставляя в (2.5) х= I, у= 1. получим

V ֊է1)*!’ 1
& sh kr.

к ֊1 3G0
(3.2)

Далее, из выражения (2.4) при х — 1, у 1 имеем



 О вычислении сумм некоторых рядов 125

Учитывая (3.1) и (3.2), из (3.3) после некоторых преобразовании бу­
дем иметь

v ֊^-cth*- = -^-. (3.4)

J.'.'

Если не принимать в соотношении (1.7) а=Ь - 1. то. помимо (3.1).
(3.2) и (3.4). таким же способом .можно получить еще и ра­
венства

'' V ____ ]_
а (2А-1Р 2ЬК-Л.2 '

У_____ 1______ th J2*_- ILA = ճ..
1 b ձ* (2*—l)’ 2a 16

A V ( DtTl 1___ . .?_v (-՛)"" __ L_
a & k' . k*a ծ — A՛1 , kr.b

sh -z - *~i sh -—
b a

7kj / b2 a2 \
72 1 720 V a2 ՛" '

L V <֊՛)*՜՛ th _9ճ v _1__________________ !_________
& 2b Դ (2k 1)3 (2A— 1)-/;

a

*չ __ / a_ v ~л
24 ( b ) 48 ’

ь 1 kr՝a ■ fl 1 *. kzb zL ՚ ՜3 /b՝
a k3 b b k3 a 48 9() \ a՝ bzк 1.2 Հ- I

Принимая во внимание (3.2). из выражения (2.5) при х= ֊^֊, у 1 

для п --1 получим

v (֊О'՜1 1 у հմճ ___Լ -
ճ_ (2k— l)’sh(2^-l)z 2 k' c'n ^՜ 23040 ՚

Подставляя в (2.5) .v ^ ։> . у — и преобразуя полученное 

выражение, будет иметь

J _<n- ,jzL_
2** k* ՛■-. 2 72-12-8 4 2- k3 shAr ‘Հ--1 СП-7Г- **։
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1 I v ___<-յճճ_
** 2^ ^շ(2^-՚1?տհ(2/ւ-1խ-

С помощью выражений (3.2) и (3.5) из (3.6) окончательно получим

> (_ |\* 1 I г?

i v <՜1)ՀՀհ^ 1 v _!____________ 1 -_֊ з*л
6-" Г 2 3z-“ (2/Հ-1)3 sli(2Zi֊l)K 8960

у մ—ԼԼ..-------------------- —    (3.ձ.շ (2/г 1)5 ch (2*-Р* 768

Заметим, что об этом ряде упомянуто и работе |6|, где его значе­
ние приведено с опечаткой.

В качестве второго примера вычислим значения рядов 5(ձ' ,,
I- ДЛЯ « = -2
Для вычисления суммы Sp‘ надо сначала в (2.2) подставить 

х = 1, у = 1. откуда найдем выражение

“ ՜(9/> _ IV՜ sh(2A’-lT՜֊ ՜ , “АГ՜՜ էհ ՜2՜ ՜ "288՜ ՜ (3՜Տ)

При этом было использовано (3.2). Далее необходимо подставить 
.с = I. у I в (2.3). Тогда, учитывая (3.2). найдем

у____ 1_____th —____—
2j (2£-1)՚ւո շ

*-1,2 ՝ ՚

, ճ_ у ____________ 1
z= Ճ- (2k— ip sh(26 — ])- 11520

Принимая во внимание (3.8). окончательно получим

у __ !___П1 > ֊ .
(2k — !)• 2 23040*=ւ.շ

(3.9)

(3.10)

При Л'=1, у = 1 из выражения (2.5) непосредственно
чение ряда

Ы)*;| 1 13£
k' sh k~ 153600

находим зна-

(3.11)2

I

Для нахождения суммы Տք> используем выражение (2.4).. Под­
ставляя в (2.4) а* — 1, у= 1. будем иметь

1 У 1=ւ!ճ. 1հ ձ 1 v____ 1____________ ՚_________
г«2» ք 2 .ձ (24-1)’ йсй-п«

(3.12)
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Согласно (3.8). (3.10) и (3.11). после некоторых преобразований, по­
лучим значение ряда Ramanujan-a

у -£th** 19 Ժ
- й: 56700 ’

*-1.2

которое приводится в работах Р О. К) зьмнна |6| и И. F. Sa nd ham-а |7|. 

Институт математики и механики
ЛИ Армянской ССР Поступила 7IV1962

*Ь. О. •|-ni |ք*սւնյսւՐւ

Uh mb CUPFbPb ԳՈհՄԱՐՆեՐհ ZUGim ՍԱՍՒՆ

Ա If II Փ И I' Մ

II. րւ նոթում արվում Լ >եաե րսլ չարքերի

էհ
M. (2k- I՜՚ -1Г*՛ ւ

^4ա-1 shbr
cth kr.
■74^- 

л»

t/nt մարման մի եղանակ։
Որպես ի/Լա աորաէ/ի հաշվված են ա1'1 չարքերի ղամարներ/!

Ո — 1;2 դեպքերում;
Հաշվված են նաե ’ 1.12/ և (3. 7 I չարքերի դամարները։
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