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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л В. МихайловКручение круглого вала с продольной полукруглой выточкой, ослабленного продольной круговой полостьюВ работе дано приближенное решение задачи о кручении круг­лого вала с продольной полукруглой выточкой, ослабленного продоль­ной круговой полостью (фиг. 1).Получены формулы для вычисления жесткости и напряжений. В качестве примера рассмотрен случай, когда граница внутреннего контура близко подходит к наружному контуру. Вычислены жесткость а напряжения с оценкой погрешности. Для сравнения приведены зна­чения жесткости и напряжений для круглого вала с продольной по­лукруглой выточкой, вычисленные но формулам Вебера К. |1|.Решение задачи о кручении круглого вала с продольной полу­круглой выточкой дано в работах |2|, |3]. ■
1§ I. Постановка задачиОбозначим двусвязную область сечения (фиг. 1) через <••. радиус вила — Ջ, радиус отверстия а, расстояние от центра круга до цен­тра кругового отверстия — Ь, радиус полукруглой канавки —г.Примем, что функция напряжений Ф точно удовлетворяет в дифференциальному уравнениюV24> = — 2յւ- (1.1)и граничному՜ условию Ф 0 на внешнем контуре сечения /.0, исклю­чая контур £։ полукруглой канавки.

1- -г <>Ф гхI раничное условие Л. —=0 на контуре полукруглой канав* 
0ՏКи А2 и на внутреннем контуре сечения ձՁ удовлетворяем приближенно, согласно принципу Сен-Венана |4|.Решение уравнения (1.1) для указанной задачи представим так:Ф - + (1-2)где

z ֊ л 4֊ ։ у. z — д' — iy.

3 Навести* ДН, серия фйз.-мат. йиух. № I



34 .'1, В. Мнхайлов Функция с (z) должна быть голоморфной в рассматриваемой об­ласти и», следовательно, ее можно представить в следующем виде |5|1_ (ХМ)* (1.3)
Здесь учтено то обстоятельство, что функция Փյ = 9 (г) дол­жна быть симметричной относи­тельно оси л.В первом приближении функ­ция напряжений будет иметь видф= ֊^ + ЗС*(г‘+г*) + 2 Л-0

4֊ Л | +
(z+R) (z4-K)|

/; _1 J _ . (14) 
I (г-ծ) (z-ծ)Из граничного условия Ф 0 на контуре Lo имеем

Գ = - В, R2* ’ где
Согласий J4] граничное условие Тп = —7— ֊ 0 на контурах А։ и L., в 

0sнервом приближении можно представить так:Ր/ԺՓ . , ԺՓ .п С/ . -х/^Ф г , г\ц dz -J—-dz I 0. I (z 4- z) ( — dz -|------ -dz ) - 0,J \ dz az J J X az dz )
կ Կf(z + ■֊£</?) -0. (1.5)Լi’/ԺՓ . , ժփ . \ n p. , /ԺՓ , * ԺՓ ,-\ ЛI ( — dz 4- —dz )==(), I (z 4- z) ( — dz 4֊ ֊ dz ) 0.J \ dz Oz / ,1 \ dz dz //ԺՓ , . ԺՓ .֊\ Л -4I (-— z)( — dz 4- — ^dz ) = 0. (1.6)J \ Oz Oz /Неизвестные коэффициенты .1, и определяем из граничного условия на и L„
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(1.7)
Первые два условия (1.5) и (1.6) удовлетворяются тождественно.Из (1.7) получаем систему уравнений с двумя неизвестными Л։ и Z?։.Для Д։ и Z3j соответственно имеем

_ !х~ Itffb՜շ (ևՀ-ւյ^՜'PJ ք (a^b — Rr"l..J
'2 12 (Wa ~ ձճ)

(1.8)
(1.9)где

R֊(R \-ЬУ+РЬ 
b*(R + b)2

br sin anrctg —-------------------------
R (R ֊ b) — fircosa _ւ

_____ Г sin a(/?T^)“ flCOSaК /? 4֊ b)* — r*] r sin a______________
(R г b} |(/? 4- b)' — 2r {R 4֊ ծ) cos я 4-r|

._____________R\R' \R I />)•' ■ ii-r"I r <:n -j. _________ Հր՛a i
b (R 4՜ b)[R9 (R -r b}՞ — '2brR(R 4- b) cos a 4- Z»2r®] (R ֊(- b2) I

/ja = (2a — sin 2a). a’>-

Если положить (2 = 0. то получим Л։ = '-’^1, г. е. точное ре- **шение задачи о кручении круглого вала с полукруглой канавкой.Удовлетворение граничных условий в первом приближении по внутреннему контуру Լ» дает недостаточно точные результаты (таб­лица 2).Во втором приближении контур ճ2 делим на два участка 0 б п; - О <2*. но ввиду симметричности функции Ф относительно оси л\ интегрирование ведем от 0 доФункция напряжений во втором приближении будет<!>== {.ЗС։(г‘ + г‘) + Л։Г4т + 
|г + /?

՝ ' 13 г  --------- -г —=----------Г. (z-ծ)- (1.10)



36 Л. В. МихайловГраничные условия будут
(1.1!)

(1.12)

на ձյ и Lz согласно |4|.Из Հ 1.11) имеем_ Д։2 R
2Գ Գ = ±.(В,Ь-В,), 

1Հ

Ск В^՜' ֊ В.(к
ռ1)/Л- ; ֊ 1)(*֊2)*>‘

где к 3.Тогда функция напряжений примет вид
Ф Л \ ’Р 'С2 2 Г-/1 /?-"= (з* + г*)

ОО . * 2 
֊VB2֊,2,„ U’-IKJ с*) 

». I ''

R Ьк~лУ-^.։-(А֊П(Л 2)(z* г»)
Ճ ‘2R-k■'՚ j(7+/f>'+(. Л)! ֊ -'/Հ ' «

Из (1.12) получаем систему четырех уравнений относительно Д։ и I 
Hk (ввиду громоздкости выражений, система уравнений не приво- I л гея), решая которую находим .4. и ЛА.С целью сравнения приближении, аналогичным образом, выпол- I ш но третье приближение.Сравнение напряжений, вычисленных в первом, втором и третьем приближениях, показывает (таблица I). что уже второе приближение дает практически приемлемые результаты.



Кручение круглого вала с выточкой. ослабленного полостью 37§ 2. Крутящий момент и напряженияДля161. |7|. вычисления крутящего момента используем формулу из
•Ид, = ԺՓ .

—dz 
dz

:‘:dz —

ԺՓ -—֊.az — zzzdz. (2.1)
Для имеем

L, I.рассматриваемого сечения (фиг, I) во втором приближении
Mip թ-.Р’а 'txa'lr- r.Rr(R- 3r’)stna

■в \- |ra — •^sinJh + .A, 4փ 2Ri -r R sin 2։
R Sill 2a 2(Д’4-Н) , ------------------ --- ' —'֊ sin a4I 4՜ cos 2a r 

2azbr. ս?՜ծ)=
T + շ

Г
в, I + 2«’ Г-) R’-I, -R‘l,- R‘l„ -i Խ Tt

֊ <«’ + гг> N. + Я-V. -r RrW, - f( Л ---О I 
+ B, [4R։ կ*= 4R՝Ta - 2R- I (2R: ֊ ր») I, - RI, -֊ RV-IK -

/?(Ջ» + 2ր«)/ւ։|֊2|(Ք« «.V.-«r=.V10| -
(/<- — b-y

2,R։(3'.i^ + ՅՔ. + R1 (/?2 +ՆրՅՋ(Ք54-ր5)/ո֊(ՅՔ։ ր։)/ո- 3 !(/?’+ г) Л, -Rb\-RrzX„\

Я'и!

6asbJR2- (2.2)
(R- — b֊}'где

I.

՛՛.՛

R (R 4- b) rbensa.

R cos 2a b,

RiR — ծ cos 2a), г cos a — (R 4- b).

?։ = <՜ծ տ1ո a.
?, R Sin 2a.% #6 sin 2a.•f< rsina.

Ai 4- 0-j, 

.2 . .2 
- = AJ •] 'рл,

.37 :՝' ն7?/,Դք(>տ23 • /?(/• Z) Sin 2a
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R2,b3 (ЗХ3 — ՀՀ) //?COS2a R2 .---- -—(---------- - cos 4а 
b----------2Ь- ^ХЭ(Х|֊3’>3) /. , R . о \----------՜1 ' — [ sin 4а — sin 2а b 

\ /’ // _ -1 ՋՋ? i Ш» —arete "rsin։______<!?։1 л /> ' I Հյ Л 1/\ 4 ծ) - br cos а
Կ 2

2>чФ։г cos а ()., О?) г sin а R (R Ь) /п0։
, „ 2R (R 4- ծ) 2Կ'հր COS а 4* (Հ — '?։) r Sin а՜ ~ Հ ՞ ՜ A.2ծ- । ։

3R (R 4- ծ) R(R — b} /.յ՚^յ . 1 , . а frrsin а________
b !՚' Ь* С $ R I — br cos а

Հ = 2 ձ. , 1 /' ծրտ!ո«-------- —--------— — —( а 4- arci£----------- — — -
R(R~b)-(1 R՝.(R + h)*\ /?(/? + />)-frrcosa

, b ‘2/ J Հ/-<<•՝ 7 ֊•- (/; ֊ Հ;) Г S1J1 ? ,
+ ՜հ;I / , . Ursina------------------  a ՀւրրէէՀ------------------------------

R3[R b)՝ \ R (R 4- b) — brcos aI!   Յյ֊էՓէ — jbj_________ 5b  
R(R4*b) 6fi։ R2(R+b)2(3/.’ձյ — 4»1) r cos a 4- 0-T — ՅՀՕւ) r sin aշր;

b2 <i)/-2c<>s2a I Հկ 3.՛, ^) ր-’-տլո27.77I / , Ursina \1Я4(Я 4- by \ R(R - b) hr cos л /], 2i.fi, , 2 (3Xi'i,-p?)
•12 71-/2՜՜' J’3 or-,° n -jb и/» - 2 (3a??։ ֊ *?) 2 cos a - (X? — ՅՀփ՜ք) 2 sin a _2ծ;?

R(R ZH(3/b: ՚4)6/Л--
(3a?0| — •'/։) r2 cos 2a 4՜ Հ - 3> ։6i) r2 Sin 2a

Ьт}



Кручение круглого вала с выточкой, ослабленного полостью 392R (R — b) (3>-է*փւ — г 1) r cos 3 (Х'1 — 3 Հձք) г siп а
b 'lb^~

, 2R(R + b) R(R ծԱՀՀհ֊ձ) 
ь Мт՝ ՜ ՜ ]’3/? (R ֊I֊ b) (3'4% — շյ) r2 cos 2а 4~ (՚Հ ՅՀ%) ր՜ sin 2а _

9R- (R -I- ծ)2 (Зл>ф1 ֊- Ф?) г COS а 4՜ ('■< — ՅՀՓւ) г Sin а
ծ՞

\lR*(R + bY~ R(R\ b) (3>j4։ -tf) I ծ2 6ծ։7ք2$4, Л'։ 2(3kfo-#)7< 3 м ‘ 3Կ
N, 2 > r, .. Փ, 4 r sin а(R — b) — arctg----------------------7а (.R-\-b) — rcosaЛ = 2 Г ֊ ~ r sln a ~ 2X< V cos « . R _J_ { Հ։%I Կ iAv — С'-’ r Sin а — (34|>4 — փէ) r c°s а՚՛ 74

(R 1)) (Зл^;— О'ч) ] з ij г- շ 3 3>-4Ф.| , (>4 О4) г sin а — 2>.4փէր cos а I
{R ' հՀ V ՜ (R ^W1 / . 4. r Sin а \—----------( а 1-arctg------------  — I •(/?փծ)Հ \R-i-b)— r cos а?V =2 ՜ 11 3)4%-Ф? յ_ս ՜ 6(/? + ծ) 7:15_________(Ա — ՅՀ,փյ) г sin а — Հ3>4փ.է —1ц) /՜ COS а2(Ք + ծ)։ '.Г՜1 (/■; - За, Հ;) r։ sill 2а — (ՅՀօ, — г- cos 2а(/?֊!֊ ծ)3 1 / , ր sin а \-f- —- ----------I a — arctg----------------------- ) •

(R 4- by \ ՝ (/?4- b) — г cos а/Для вычисления напряжений имеем известную формулу
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г« - п\ 2ie'- ԺՓ 
dz

(2.3)где 7՜,. — касательное напряжение, направленное по нормали п к про­извольной кривой, расположенной в области сечения. Т. касатель­ное напряжение, направленное но касательной к указанной кривой.?—угол, составленный нормалью// с осью л՜.Из (2.3) для напряжения 7'Л имеем (2.4)
Численный пример выполнен для b -0,5/?. 0,3/?: 0,35/?; 0,4/? и
г ■■ R при а = —•Результаты решения системы уравнений, получаемой из (1.7) и (1.12), для указанных соотношений размеров приведены в таблице 1.

Таблица 1

П
ри

бл
и­

ж
ен

ия

К о э ф ф и и пент 'ы

д, В. в, вя

1-ое -0,4904-36 0,003432 —• — —
а 0,3 R 2-ос -0.195032 0,003529 0,001311 0,000068 — —

3-е -0,495103 0.00-3543 0,001340 -0,000072 +0.000003 0 0

1-ое -0.484956 0,005397 — — — — —

а 0.35/? 2-ое 0.493779 0.005701 0.002616 —0,000132 — —

3-е -0,493803 0,005738 0,002626 —0,000142 4-1). 000033 -0.000001 —

1-ое —0,476058 0,009590 — •— — — —

а- 0,4 /? 2-ое -0,491910 0,009435 0.004864 -0,000300 —

3-е -0,491925 0,009451 0,004882 -0,000321 0,0000-16 0.000008 0На фигуре 2 показана эпюра напряжений для b 0,5/?; а 0,3/?иг—/? при 1 $ •Найденная функция напряжений точно: удовлетворяет гранич­ному условию Ф 0 на £0 и приближенно, но достаточно точно, па контурах Z-j и Z.J, о чем свидетельствуют величины погрешностей А°/о, определяемых согласно |8|.При точном решении задачи
Гп = 1I е r — — е г -7= ) 0 на ԼՆ и £2.

\ dz dz Jотсюда



Значения погрешностей △% для наиболее характерных точек попе­речного сечения (фиг. 1) стержня приведены в таблице 21
Таблица 2

Прибли­
жения

Т Ч к н
Л •И V В с D /•:

1-ое 0 0,62 0.15 0 9.2 0 0
ձ*=0.3 R 2֊oe 0 0.57 0,014 0 1.04 0 0

3-е 0 -0.5 0,023 0 0.4 0 0

1-oe 0 1.68 0.37 0 ■2.2 0 0
մ-0,35 R 2-ос 0 1,64 0,37 0 0.4 0 0

3-е 0 1.7 0,30 0 0.6 0 0

1-oe 0 3.4 0,58 0 13 0 0
а=0,4 R 2-ое 0 2,4 0.15 0 2.1 0 0

3-е 0 3.2 0,15 0 0,74 0 0В таблице 3 приведены значения жесткости и напряжения /\ д :я рассм.. ркваемого сечения и аналогичные данные для круглого вала с полукруглой канавкой, вычисленные по формулам Вебера fl|.
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Таблица 3

Ч'.сченне Размеры
Жест­
кость
UT/?1

Ւ
.1

+а пряжен не Тл (:>՝.՛?) л точках
А՛ ՛ D /.՛

Круг с по­
лу круглой ка­
навкой. ослаб­
ленный круг­
лый <»Т!<ёр- 
си։ем

Круг С HO.1V- 
круглой кдлав- 
кол

а 0.3 А’ 
г R п. 0,35 А’

а 0.4 R

г R

0.362650
0,334845
0.301380

0,377770

-1,003
1.023

-1,074

-1
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X
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օ՜ օ օ 

օ՜ օ՜ օ՜ 
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I' 
1| 

li 
il 

Г։
<> 

>> 
>1 

•<

<>.754 
0,916 
1,156

0,491
0.558
0.623

0,880
0,986
1.159

0.75

Таблица է

<1 Прибли­
жении

Напряжение п точках

л Л1 .V В С D Ճ

l-oe -0,947 0.715 0,0129 0.397 1-0.1.34 0.592 0,810
2-ое 1,003 0.716 ֊0.0058 0,644 -0.067 0,751 0.880

0.3 R 3-е 1.005 0.716 0.0057 0,661 —0,062 0.766 0.883
5.6 0.14 124 38.4 100 21.4 9Ն 0,2 0 1.7 2.5 8 1.58 0,34

l-oe 0.916 0.706 0.0202 -0.483 + 0,161 0,687 0.844
2-ое - 1.023 0.707 -0.00668 -0.788 -0.100 0,916 0.986

0.35 /? 3-е 1,036 -0.707 —0.00654 0,834 -0,049 0.978 1.003

10.5 0,14 204 38.6 61 36 10Ն 1.25 0 3 5,6 10.4 6..35 1,4

l-oe 0,856 0,690 0.0305 0.547 ■1 0.187 0.819 0,915
2-ое 1.074 0.691 0.0076 0.946 0.148 1.156 1,159

0.4 R 3-е 1,083 • 0.688 0.С075 0,969 0.113 1.215 1,190
20 0,14 301 39 25.8 20 21
0,83 0.43 1.3 2.7 .30.9 4,38 2.6Проведенные расчеты для круглого стержня с полукруглой ка­навкой, ослабленного продольной цилиндрической полостью, показы­вают (таблица 4), что для получения практически приемлемых ре­зультатов можно ограничиться выполнением второго приближения.В таблице 4 приведена относительная погрешность (k 1)-го приближения относительно приближения k

о _ •/?>- !
''k у'(А) 100%.

Греванский политехнический институт 
им. К. Маркса Поступила 13 VII 1962



Кручение круглого вала с выточкой, ослабленного полостью 43
I,. Վ. Ս'|փ..սԱ...|

ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ԼՐՋԱՆԱՅՒՆ խՈՌՈՋՈՎ. ԹՈհԼԱՑՎ֊ԱԾ 
ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ԿԵՍԱՆՐՋԱՆԱՅԽՆ ԱԿՈՍՈՎ_ ԿԼՈՐ ԼՒՍԵՈ֊Ե ՈԼՈՐՈՒՄԸ

II. 1Г <!• II <1> II Ի Մ
զոդված էէէ.մ ւ]իաար1[վաձ Լ շրջանա/ին անրյքււվ R ա.լա չքված ե րքլա քնական 

1փււսւշրչ4ւՀււ“> /[i'll ակ/էսով շրջանա (ին ճալի ո լո fir/՝ ան խնղքւ յւր:
!> դրա լին /դա րք'աններր, ( /'/֊ի 'ւաւհււձա/ն- հ !..■.՝[• '//"” րավարար֊

վւո մ 1.ն մոսոսվոր։
Հտչ,լէ[ած է թփսփն օրինակ, երր b-0.7) R. a = 0.3 R. 0.35 R, 0.4 R

fl Г R, համար, 1'14' 7-
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