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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. Л Баблоян. В. С. Тоноян

Изгиб двухслойной толстой круглой ПЛИТЫ 
осесимметричной нагрузкой

В статье рассматривается задача об изгибе двухслойной круглой 
толстой плиты произвольной осесимметричной нагрузкой, приложен­
ной к ее основаниям.

На боковой поверхности заданы касательные напряжения и 
радиальные перемещения произвольным образом. Плита предполага­
ется закрепленной так, что одна из окружностей на боковой поверх­
ности или какая-либо точка на оси плиты не имеет осевых переме­
щений. Материалы слоев обладают различными модулями упругости 
и коэффициентами Пуассона. В пределах каждого слоя модуль упру­
гости постоянный. Задача решается методом Фурье, исходя из основ­
ных уравнений теории упругости, без каких-либо допущений (см. ра 
боты |1—2|). В частности, решена задача изгиба круглой двухслойной 
толстой плиты, когда плита изгибается нормальной осесимметричной на­
грузкой, приложенной к верхнему ее основанию, при отсутствии ра­
диальных перемещений на всей боковой поверхности и осевых пере­
мещений на нижней окружности этой поверхности. В частном сл\ 
чае. когда толщина одного из слоев равняется нулю, получается ре­
шение задачи изгиба круглой толстой плиты под действием осесим­
метричной нагрузки, рассмотренной в работе Б. 1. Абрамяна и 
А. А. Заблояна |3].

Аналогичного типа задача была рассмотрена в работе A. II.Мел­
коняна |4|, в которой по боковой поверхности плиты удовлетворены 
смягченные граничные условия.

§ 1. Общее решение задачи

Пусть двухслойная толстая круглая плита (фиг. Ո с радиусом 
А? и с толщинами слоев а и b нагружена произвольной осесимметрич­
ной нагрузкой, приложенной к ее основаниям. На боковой поверх­
ности плиты задаются касательные напряжения и радиальные пере­
мещения.

11усть модуль сдвига верхнего слоя—р1։ нижнего р2, а коэффициенты 
Пуассона соответственно—v։ и >2. Ike величины, относящиеся к верх­
нему слою, будем обозначать индексом 1, к нижнему слою—индексом
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2. Цилиндрическую систему координат выбираем гак, как показа­
но на фип 1.

Обозначим через «, w перемещения частицы упругого тела со­
ответственно вдоль радиуса и вдоль оси плиты, а через з>, о., 
компоненты напряжений.

Известно |5|, что решение задачи осесимметричной деформации 
тела вращения сводится к определению функции напряжений Ф(г, z) 
(г направление радиуса, z—направление оси вращения), которая в. 
области осевого сечения тела удовлетворяет уравнению 

?

R------------- -U--------------- է

'Риг I.

I д (F \ Հհ7-Փ 1 ԺՓ
г որ ժճ. Հ ( ժրս ՜ ՜ Г fir (1.1)

а на поверхности тела задастся законом распределения напряжений 
или перемещений. Напряжения и перемещения при осесимметричной 
деформации выражаются через функцию напряжений Ф(г, z) соотно­
шениями

Or* )'

(1.2)

լ_^փ_
2р. drdz ՚

1 ժ2<w= Ջս 2(1֊^5Փ֊4

функцию Ф(Л z) ищем в виде
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Ф(г -)r.J<0<r ' R -. 0<г<а)

1 Փշ (Г г) (0 г < R; b <. z < 0).

Из (1.3) следует, что функции ФДг. г) (/=1,2) должны удовлетво­
рять уравнению (1.1). Решая уравнение (1.1) методом Фурье, для 
круглого сплошного цилиндра функции ФДг, г) (/ 1.2) получим в
виде (1— 3|

Ф։(г,г) г(.4г5 ‘ 4 Сг) V |ձ<։)/0().ծ г)
Л-1

! <5* г* г/։ (A*O sin -|- V (Л<п$Ь |*А 2 |. £O)ch пк 2 ; 
’ Հ-1

ч- Ղո i‘*2 sliv ՛է՜ Գ։> ch V) Л (v). (1 -4)

Փ4 (ր, z) = г (Dr • + 4- 6г) V | Г™ /0 (7/) 4֊
Л-1

4- &2> fkr/։ (7tr)| sin ՀչՀ У (4ft2)sh nl;z 4֊ /^2>ch^2 -:

4-Ci21 иЛД51։рЛг {- D՛;1 i^zch^?) J0(afcz),

где Л, (x)—функция Бесселя п-ro порядка первого рода с действи­
тельным аргументом, Г„ (х) —функция Бесселя первого рола от мнимого

• Лтс k~
аргумента |8.9|, А*==՜^՜ ՛ Ь= корни уравнения

Հ (х/?)=0. (1.5)

Рассмотрим напряженное состояние круглого цилиндра при сле­
дующих граничных условиях

</П) о:
«J (Я. D =/|Խ (?) = ՜ +У rf)c0S 

ձ՛ I
(0 < г > И)

Ч1։(Я. г) -/?>(?) у vV'sin/.fcZ 
4t=l

р<2) ОС
"г(^. Z) =Д2։(г) = ֊;֊֊ 4- У g<2>COS V 

“ л-։

ЧЖг)=Л2>(г) = 2 ^sin v
*-։ ।

{-Ь հ շ -Հ 0> (1.6)
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<Ո(ր.Օ)=^Ո(ր)^ծծ4 V6*4(uZ)

•'?(Հ. а) - ք\' (ր) - У<Ц(«/)

ж
"о +

(О г R}

®j2>(r. bi ՜/ք)(ր)

Х^(г. М-=/7>(п = V г\
*-։

1десь мы допускаем, что функции !/{/’ кусочно-непрерывны и имеют 

ограниченное изменение в соответствующих интервалах. В силу сим­
метричного распределения внешней нагрузки относительно осн г име­
ем также

•J2 (б, г) ֊ п; (0. :) ₽ О ('«1. 2)- (1.7)

Кроме того, функции ФДг. г) (/ = I. 2) должны удовлетворять усло­
виям сопряжения (контакта) |7|

w։ (г. 0) = м:(г, 0)

~\(г, 0) zrs(r, 0)

Հ»(ր. Ո) = z'^r, 0)

Հ» (г. 0) = ^-՚ (Г, 0)

(0<r< R) (1-8)

Условиями (1.6), (1.7) и (1.8) функции напряжений и перемеще­
ния «/(7=1,2) определяются полностью. В такой постановке пере­
мещение а«/(х = 1.2) определяется с точностью до постоянной G. Для 
определения последней предполагаем, что перемещение ®5 на окруж­
ности г = R, z = b равно нулю

ws(R. -b) =0. (1.9)

Согласно (1.2) и (1.4) для определения напряжений к перемещений в 
верхнем слое плиты получим формулы

a<»(r.z) = -2(1 2у,)Лч V >;Coszez{|^?>+(i-2*i)<?r)lX

*-։
+ б<;>х»/-/։(х»г)| +

I- շ ւ֊:Հ (i*. о ւ14'’+<։ + շ«,) Di"| ch + 

-r |7Հ'> r(l - 2.։) С’»I sh 4- С-» ptzchptz r !V’shIS z} ֊ -
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- У $ !(Л<Ч + D<‘>) ch V փ (/?<'> ֊I֊ C<'>) Sh V + զ» M ch г +

+ Օ0>։շտհ^|.

ՀՆ(г. г) = 4 (2 — Դ) .44-6(1 — vj В 4 У Հcos X* г

1|£՚՚> + 2(2 - ն)գպ /0(>.Ли -и (,.дd| 4-

+ 2 ւրձ’)<1“շն)֊^1)հ՝հսՀ2 4֊
А-!

1ф(1 ֊շ*,)֊^] Shjx.z /><«• ji^Sh^Z С<«> ^Ch^},

Հ?(Դ2)= У XJsinXft2{[5^4-2(l /1(X*r)-bGC»X*r/0(X4r)} 4֊
cV k I

4֊ 2 н2Л(и/) {И<”4- 2/xDl։))sh^4֊ (BV>4-2v։C<»)ch|b/4֊ 
, ft֊i

4- Ղ1'* у kz s 11 iv ■+1К ՛ i1*2 c 11 v ։ * (i л о)

»i(r,-’)֊֊ -շ֊֊{2^ + լ '■i:cos^(Z?i»/1(/.։r) + G<»/.j։r/։,(/.։r)| - 
“թ1 • Jfe-1

2 Y-Vi w КAV> 4- Ц’>) ch\tkz 4- (^«4- q>>)$h ;
*-։

4֊ C£> u^ch ՚ քՀ1' н4г sh nfcz] •

г) = -շ֊(|8(1 -»,)A 1-6(1 -2.,)в|г + 2<1 -2v,)C !

I- У Xj sin&z 11£«»+ 4 (I ն) <7<" I /0 (>.sr) + G'^rl, (л,,)] +
*-։

+ 2 ^/b(V)I[2(i 2^^l)֊^V>|shM4- 
<1-1

-Г [2 (I — 2vj) C(l>— I ch tx^z— ср ;ллг sh |i,z - /Հո ch a^J | •

•\нплоп։чиым образом получим также формулы для определения на­
пряжений и перемещений в нижнем слое плиты.

Легко видеть, что зтловия (1.7) удовлетворяются тождественно. 
.У довлетворяя условиям (1.6) и (1.8), для определения постоянных 
интегрирования, входящих в выражение (1.4), получаем следующие
соотношения
2 Известии АН. серия физ.-м։т. наук, № 1
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. п «02)
А = ՜ ~2R U - 2R~

4(2-71)Д4’6(1 -7JB + 23  7֊^- = blJ 
‘ к-։ '*

«= (-W 
4(2-v2)D I 6(1 ՚<)ք ֊Ւ2\֊-----^- = «o

*-։ •* 
кгКс=1֊^0 », (*г I

™ 1 ?V’ + 2hAsV’
‘ 2(1-»,) >#։(М)

Հ” + W? 
‘ 2(1՜֊'») 7^1(7*/?)

2:*.ЙП
£<'</, (>■»«) + Օ<'>/.։«/0 (л*Л)---------ri-

л

ФЛ (7Л) + Պ” 7**ձ (7*К) = -

(1.11)

(1.12)

2(1 2»,)С<’>-В<'>-֊И2(1 ֊2’տ)<^> й<;>1

8՛;, +2»,գ՚’=տ®+2»։դ։

(.%’> + ) sh ?,а (Տ”> + 2>,С»։) ch -x,a + զ» ashi^a +

4՜ ^p։) Hna ch Jx„ a - ~r՜1 Ր 1 Ր 1 P u.J 
* P

-(A;»+‘2^D^)sh^fb + (B^ - 2-<q->)chu,(> + c;-> %*shu,*-

-о;,г։^«сЬ|»„* = ֊^г (из)
l'p

[Օ՚^ւ-շ^-^ւէհ^օ + ւզ՚՚ււ շն) fioijsh^a-

А/
ԳԱ 'Դ a ch ° - Գ” l1/-a sh ’Դ a =

1 p

(1 - 2-.։) - x;->] ch |X,b - |զ=յ (i ֊ 2՚<») | sh и, ь +

+ с^: (х, b ch u, b % b sh пр հ = -^֊

‘ р
±(дт+0о>)_Хи;=> + ^) = ^

оц> (1 - 2»,) л?’ - (1 - 2»,) + л«> = .
’ р 
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где введены следующие обозначения

/ Пь|, /»<’>( — 1)

Հ +

2^ V 1 ?’1 Х* + ’•

' в(>+ ЛА(н,К)2

‘ձհ, $ <֊ if՜՛ + ւ

■ 4 | 4|Դ у &՛> Տ1։՛
՜ լ ։*» ih ] • հ + Հ,

2Հ * '։(Հ'4-2!*ւ'։.Հք 4
՚ (l֊«1)flW,(«,/0i (4+^)տ՜

______  v та^+^т^Г1! 
(1 '■•) !‘/W0(?pR)_______ (ij l-^p)2

, _ 2 V '“К"

'՚ հ -i ՜հ + J1-;

’ (1 ^RJ^PR) ' (հ + v^

2^, ?, '■.4tf-՝4-2։»i'՝s4"l

(1֊ '.)«А(Нр>?) ,4՝, *'֊:+:լ?)։

При получении этих соотношений были использованы разложения 
Фурье-Дини |9] функций 4(^г) и г/։(>.*г) по функциям Jn(^kr)\ 
|11. где \tk корпи уравнения (1.5).

Из упомянутых выше соотношений получается также следующее 
равенство 

которое является уравнением равновесия сил, действующих вдоль 
оси плиты.

Из соотношений (1.И) и (1.12) определяем коэффициенты 
.4. /Հ D, Л՛, (ւ՚չ, ձլ։\ /:<2), а постоянная О определяется из 
условия (1.9) Из соотношений (1.13) определяются остальные неиз­
вестные.
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Подставляя найденные значения постоянных интегрирования в 
(1,10). получим формулы для определения напряжении и перемещений.

§ 2. Численный пример

Рассмотрим изгиб круглой двухслойной плиты с равными толщи­
нами слоев (« = ծ) и равными коэффициентами Пуассона (•/, = v2), 
когда плита изгибается нормальной осесимметричной нагрузкой, при­
ложенной к верхнему ее основанию, при отсутствии радиальных пе­
ремещений на всей боковой поверхности и осевых перемещений па 
нижней окружности (г = /?, z =—а) этой поверхности. Предполага­
ется. что нормальная нагрузка, приложенная на верхнем основании 
плиты, уравновешивается касательными напряжениями, действующими 
на боковой поверхности только нижнего слоя и распределенными по 
закону синуса. Из сказанного следует, что граничные условия данной 
задачи будут иметь вид

ил(Рг Z) -/<V(Z)=0

щ(/<--) -0

с) = П'Чг) -= Л/sin լ՝

I
^(г.а)=Д։>(г)={ Հ 'Հ ՜-

-А((г.«) лп(г) = о 

а) (г) =0

-«)=/<Պր) = 0 . 

«•»(/?. — а) = 0,

(2.1)

••де постоянная величина

Q
(2.2)

определяется
имеем

из условия равновесия (1.15). При таких . условиях

«о-Я11)=^2>-=О.

h_______ Q h _ _ 2QA(l*H)
r.R~ ' bk (ЛЗ>
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Հշյ=0 k >2,

где введено обозначение
Q = հ^. (2.4)

При г -0 имеем Нт q~t- = Qo. что имеет место, когдл плита изи։- 
«—0

бается сосредоточенной силой Qo, приложенной в центре ее верхнего 
основания.

Подставляя (2.3) в (1.11) и (1.12), получим

.4-0. D = 0.

°' ё(1 ' ՜ ՜ ՚ ' “ Հ° 12,11

°։’-«?■-»>= 2

G'^O. £1°= 0-

Подставляя (2.3) в (1.14). получим

Мр — bp

N =Н -____________________________ , * <
Որ 2/?։aVe(H^)(7;+p;) 1-ն 7?4֊Հ (2.7)

F" = "2Й (7i + h-)։ '

На основании (2.3) и (2.7) система линейных алгебраических 
уравнений (1.13) принимает вид

շ(1 -27,)су> й;» = Ь.[2(1 ֊ 2>,)с«>- в*'|

տ(;' + 2’>Ղ"=տ™ + 2’ւԳ-’
I л<.)+ 2,^(0) տհ я + (Տ(1) + 2„։Cw) ch ц, д + 

+ % а (ср} sh .% я + £^։,ch рг а) = 0 

(Л^4֊ 2ն/Հ2>) տհ а 4- (/?;• + 2ն^>)сЬрла (2.8)

-t llr а (бу՝ sh рл а — D™ ch յ*ր а) = О

-2*1) ^“Ich^a- |ф(1 -2>!)-finish p^z-

~ а (Q,’>ch 1Դа + Գ1>տհ ճ) “ "Հ
|Z^>(l-2vJ-.^>lchp^z-|C/'(l-2^)֊B‘2>|shHr<z 4-
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/V
+ «(4?)ch Ն а Գ2)տհ “р а>= ՜Ժ

• р

֊ (Л<-> + о<») ֊ ֊- (Д«,։>+£><«) = 
• 1 ‘*2 ։ р

£*'>(։ ֊ 2»։)֊д>։’-£><”(։-2’,)
1 р

Для решения этой системы введем новые неизвестные следующим 
образом (что .можно сделать также в общем случае)

|/Հ* (’ - *>) - л;.п I Ch յԴ а ч- ւգ՚Ա 1 2vx) - BJP J sh % a -

Л*»»
- ։iP a (Ղո ch ’x/f a 4֊ /Հ'sh ’Դ a) =

(AU՛ ■2v։/JU>) sh U, a (/^' 4 )ch a

fll)
4„ a (G" sh •»„ я + o»> ch a) 

' p

,|ՕՀ(1-2-։)֊ xwjch-^a ւՓՕ-շ^-Զ^յտհ^ս-?

A-<2’
+ ։>„ a <Գ։' Ch VPa ֊ օթsh ։*,, a) - —

1 p

(Л};'' + 2նԾ« ) sh a + (S<։> + ) ch u„ a +

y$>
+ v-„a (C« sh a — D® ch a) ֊ (25)

• p

Z’J)
+ 2նՇ՝„ո —J—p ՛ 1 p ti^a

™i>(l-2v )_ д(») = -4— 
p ' p >L^a• p

Zl2>

p 1 p

ձ/(2>
да (1 - շ»։) - Д!?> = —յ- ■

При этом система уравнений (2.8) примет вид



Изгиб двухслойной платы осесимметричной нагрузкой 23

да = Z& 
р р

/|2) = Ո 
р р

ХУ = ЬаЬР

*? = ?■„ ° NP

^-U^ = ^,aHP (2.10)

2(1-,։)С*Ч-Д!֊ =֊ —[2(է -v.lCj,2' -4—
1 /։ ч " a it., I * 1 ՚ւ֊՛ a >՝• p 1 * ։ ՛ p

2 (1 — v,)A”- —f ֊ = —[2(1 — I)'-;'-------!— V<-’> •
p u’a u.J ՝ ’ /’• P ‘ ' P

Из этой системы найдем значения неизвестных коэффициентов
ՀՀ2> н да р р

/Л՝-Ч ~ _______________________________ 1____________________________________ 'Հ
I (1 -2*1)+) I -36(1 [cth’ua— (^'g)

I. v \sh|xpa/ J ՝ *' լ ՛/* sh4u.paj

XI (iV, - 2*p) [12(1 >1У- 0 + !*, “clh :*p °) x

I. ■

|c ֊ շ-->+(тйУТ- 36(1-Иcth։ -a -
X [ (^ - 2&„) [ 2 (1 - Л) (-Sg;- + dh ,p a )

X(<։ 2^+(-s^)։)-12(1 1:7 я>
’ sh jxz, a

cthu,« I- Vpa
sh \^a

u;,«cth!i„a + (-^) I X
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/ а2-->+(^rj рр 11 clh ։А/> а ՛

h рр а 1
<
' shppa

Из остальных шести неизвестных коэффициентов некоторые опреде­
ляются непосредственно, а другие выражаются через коэффициенты 
ГЛ2> и 7ՀՆ

Неизвестные постоянные Лр>. /^։։, Ср, Dp, Л},2’, Нр, С’;1 и 

Dp выражаются через неизвестные Up и Zp

Нр Up

1 Р ' Р

z^
/3<О = ------- 2v.C<։>

Р (I 1 r>' p

Ср = ֊֊է֊,J----- •. >։ ! ս_սծ;,($հ ;ւ а :-;i ach p_a) ֊
՛՛ pja[sh’ppa ֊(р^л)-] I p p ր p

~ pp aHp (sh pp a ch pp a pp a) — Շ/<*>(տհ pp a ch pp a 4֊ pp a)-]-Zpsh f̂>a)

Գ" = ,Հ a [sh֊- ,/a - (1Դ a)>l Sh a + °"՛ sl? ° +

Ւ sh2 a — 7Հ' (sh a ch u, a — a)) (2.12)

U(^ 
^>=(1-2ն)^-֊փ֊

Z<2>
до = _Ը------- 2voC(2)
л fijrt 2 /'

C<2) = —T— „ 1------ ------- -„r {— u a.\p (sh p. a -{- u a ch p., a՜) 4
p ^|sh2u,d — (u,«)-j p . ՛՛

+ Ц2' (sh <J ch P, « ~ 4) 4֊ z;2) Sh2 Pp a}

—j—FT------------Til ։~(:A„e7)’^sh!1pa +
p P>a|shppa: (ppa)5] p p

֊Ւ sh2 p;( a 4- (sh p/( a ch a ֊ pp a)|.

Подставляя эти значения и значения (2.5) и (2.6) в выражения (1.10). 
для определения нормального напряжения «J0 и осевого перемеще­

ния к՛/ (/= 1. 2) получим следующие формулы



sh {a - 2)
'\aHk

sh uAu
chM
sh2՜;лАй ՜՜

_sl։ ճ*ճ 
sir \>-ka

4֊Ц2>
sn ^(g -z) 

sh |xAa

‘ I sh v-ka

ch ;ч z 
+ <мгТьф 

sh |V

sh u.z
— ?.a

A sir jig

l֊2“‘a sh’^a

. /chV , V chj*A(a — z) 
J V *\ sh u.n sh u^a sh^a

.. /ch|iA(g-2) 
и*йЛ/*\ shuAa

_M_ 
sh |xfca

ch Hr 
shufcw

^2) /չ1’ н*<“ ~ձ} __ chM) ! 
k X sh'^f/ sh|*fcg sh^c /

7,.i /shtxja —z) . |ifca sh^z \11 
\ shafc« ’ shj^a shji^a /]/

sh u..z ~ ch ;aaz
+ (1 - 2v։) M cth nka - 2 (1 ֊ >,) M

+ !\«
sh uft (a — z) / ch |x z

(1

sh iv
՝ 17 r* shVAa

ch -лг 4 sh v
(M)a . (1֊'2ն):7'' ՝•4 ' shsuAa ‘ * strj*Aa

ch|i..(g —z> n ։ chv

2<' '‘)֊4h?T----
„ sh IV I I , ( ch Hfrz 

shVAa J ‘L*՝ I ]**a Հ \ shiv
chuA(rz z)\

^~Ւ
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֊ №

г) -՜՜2(1

- ф

'xQ

ch |xA (a — z)t c 
"Ьнк« -

ch jx* (a — z) 

shjx/г ՚

'shjx (a — z)
— т !և֊«sh |x a

x3Cos).։z<(£V>-Hi 2ն)Պ2>140-

+ О^)л։г/, (Xxr)
Jo ('\r)

г՜

(2.13)

H-

֊X

sh jx z sh i*.г
---------------ji-Л cth jx. a . 
sh jxfca ‘ * * sh

— 2?ka
ch и։г
shu,.a

M 1

+ W
-I- Հ2»

’shjxja + z) ch^z shufcz Ish^a +0*^) shVfta ՜՜ :1/Z Shs;xfc« I

շ ^%(а + г) - -2M ] +sh jx^/z. * sh’i^a * sh2uAa |

'hz
v / ch |X շ 

—- ------- ft aI 1 * * \ sh a//

- Up
/ ch т z) 
\. sh a^a 

sh|x* (<? +z) 
sh jx^a

k sh2|xAa

— |x* л —Tn sh*jxA<

a
-У

Ji (V)

н*ан*Г
sh՝»/z
sh V

sh %? ch [х.г
- (1 - 2ն) cth N0 - 2 (1 ֊ ն) lsa

+ Oi2> 2ն) slMa_.+ z2
* k sh*jx/z 1 sh|xA«

sh jx г
(I - 2ն)M 1 k տհ*թՀ«

_Z(2) -2(1—ն)
ch ;xfe (a 4- z) 

sh jxfta

. shjx.z л chjt.z
„------- ! 2(1֊- •>,) a a —. „ — ֊I՝• * sh-a/z ՝ * Sh’Jt/Z I
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I М-ч/ ch «у __ ch |*t (a-f-.?) \ 
shu/z “*а sh2p^z / ”*"

4֊
ch Այ. (a -r z) 

sh рЛа ֊Г м
ch 1լժ 
sh>։«

( տհ + г) 
'* \ shpAa (2.11)

?№ (r,z) -■ (1 2ն)Չ
(՜1 -v։)^2 z + 2lh( 1 2V») q

Ре

sh u.z л ch u.z
2*։ > —.—-— 2(1 — >j) p J? cth a ——

* shpfta u 1 * shu/z

ch pt. (a — z) shp.z
taHk 2 1- ն) —*-----------}-
[ I 1 shu^z '• * sh3u/z

+2<i ■'■)м-2$Я-ц։'12(1-’*) ch u. (a —z) 
----- 2--------------- u

sh

sh
+ (^r7hV +2<։—

ch l‘ts 
sh3pAa

sh (a - z)
4-Z՝2) (1 - 2v։) —֊:------

* . Sh a/Z

+(, _27j) M +l ,.^/4^
'• sh-|iA« * sh2u/z I * 4 Ղ sh

sh :a,. (й — z) 
Th^r -

sh }хЛ(а — շ) 
sh

shM 
и//4 sh-u^z

с/|..„ЛЬ^(а-г) \
‘ ‘ \ sh shV*a / Ւ

mZ .. ch:v ch|i4(a- z) \ i|
՜ I 'i-M —Г7,----------- ------- ;------------- ) I f

* \ ‘ sh- y.ka sh jifta / 11
(2.15)

2u2dL'2 (r. z) ֊~—S>T z է 2(1— 2vx) G kJ sin XjZ X
" \ 1 “ vlZ -Z\

X ||ճ{։>4֊ 4 (1 ֊ ն) 6«>1 /0 (X։ r) 4- GpX, r /, (X։ r)} 4-

֊2(1 — Ն)
ch p*# 
sh
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ch u.r sh 't.z I2(1֊ Ъ) м cth M - (1 - 2v։) M-^֊ I 4-

4Հ«խ1-ն) ch (Ճ -г г)
Shn»a

4. shM 
sh’i^a

ch jx с sh ч. (a 4֊ z)
(I -2a)—- -----------։ sh{*4a

-Н*г

sb|uz
(1 — 2*.) JM*---- Հ-------M 4 shJu4d

.. / eh^z
1 \ sh jyj

sh 4-z)

sh

ch pbz I

+<“**>’ տհՀս-1 -
sh (a + z) >

{։>0 shVa<2 

shjKZ \ + >*‘alh4a') +

chnt (H?) 
sh

chu։z \ J 
sh*j*4fl I (2.16)

Постоянную величину G определяем из условия u։s(/?, а)=О

G Q 1 ® 1
a ՜4(1-ն)^= 2֊(1-2ն)ձ t M y

\ sh tyi ’

-ВД1 ֊ V»)

- U^2 (1 — v։)------- L------( —;■ cth U.a ) 4- z;7' 2 (ւ — >։)---------z—--1 •
* 1 P4flshp/z \ ^ka ‘ ' * j^ashi^a j

(2.17)

Некоторые значения напряжения Ժհ и перемещения a'/(Z=1.2), 

вычисленные по формулам (2.13)—(2.16) для различных точек плиты 
при ն = 0.3. th/lb — 1 2՛ в зависимости от отношений и fl/Ջ при­
ведены в таблицах 1 и 2.

В этих таблицах напряжения (/=1. 2) приведены в долях 
/ в \ ։ Q

К = q ( ) = — нг • а перемещения (/=»!. 2) в долях

։ Г Q^i 
н \ r)

При вычислениях было использовано значение ряда

л?-՛)- »•> • ■»■ «՛•>
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Таблица !
a

7Г
’֊/R

1 I 1/2 1/4 0

Հ1 (0. «)1К 1/2 -3.5657 8.8253 -21.0670
1/6 14,7828 46,3044 -69,4796 —
1/2 -2,0117 -4,2441 4,3394 -5.2609
1/6 ֊֊10,1126 30.2839 -40,2515 ֊66.7423

(0,0)/tf 1/2 -1.0014 —1,4664 1,5834 -1.7675
1/6 4,8167 -14,9783 -18,2499 ■25.2530

№ (и, о) я 1/2 -1.9491 —2.9986 -3,1712 -3,7708
1/6 — 8,7191 -26,4318 -33,4057 43.2931

Հ’մօ,-4Խ< 1/2 0.0001 0.6379 0,7315 0,8773
1/6 2,1479 4.1122 13,0720 14,9273

ՀՏ) (0, -а)!К i/2 1,6566 2.8037 3,4192 3,6625
1/6 12,8003 33,2209 38,4687 48.7486

Таблица 2
a i/R
R 1 1/2 I 1/4 0

w, (0. a)/Kz 1/2 -0,7987 -1,7622 •4,3840
1/6 — 11,1000 -12,7498 -14,5660

(0. 0>//Q 1/2
1/6

-0,5750 —1.090$ ֊1,2366 -1.2763
-7,5767 -10,0771 10,4252 -13,8815

». (0. - a)/7<( 1/2 -0,1708 -0.3485 ֊0,4166 -0,4801
1/6 -5,5341 —7.5756 -8,1601 -9,3091

(/?. a)/K, 1/2
1/6

-0,4114 - 0,4165 -0,7307
-8.0118 -8,5131 9,0659 —

w, (/?. 0)/K, 1/2 
1/6

֊0,3523
-7,1494

-0,3584
—7.3336

-0.5467
-8.7855

-0,5530
-8,9339

Для наглядного, представления закона распределения нормаль­
ных напряжений зг вдоль оси плиты на фигурах 2 и 3 приведены 
эпюры этих напряжений. Следует отметить, что приведенные эпюры 
составлены приближенно: на основании расчетов, произведенных толь­
ко для пяти точек оси.

и 1
Как показывают произведенные вычисления для случая -^-= 

(табл. 1) и построенные графики (фиг. 3), закон распределения нор- 

мольных напряжений по высоте плиты при качественно 

совпадает с законом распределения соответствующего напряжения но 
теории тонких плит.

Закон распределения нормальных напряжений по высоте плиты, 
вычисленных по теории тонких плит, дает существенные отклонения 
от действительного закона в случаях нагрузок, распределенных по 

/ R \малой площади ( = = ,' и сосредоточенной силы (г = 0).
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В случае ~ (фиг. 2), как и следовало ожидать, закон 

распределения напряжений գ существенно отличается от соотвст-

Фиг. 3.

сгвующего закона, получаемого в теории 
нагрузках.

Институт математики и механики 
ЛИ Армянской ССР

тонких плит при любых

Поступила 19 X 1962

U.. Д. (Վ. Ս. SiiGttjiuG

ԱՌԱՆՑՔհ ՆԿԱՏՄԱՄԲ ՍհՄեՏՐՒԿ PbfHH ZUUS ԿԼՈՐ եՐԿՇեՐՏ 
ՍԱԼեՐհ ԾՌՈՒՄԸ

Ա Մ Փ П «I» II I’ 1Г

Հողվածում դիտարկված ք։ հաստ կլոր երկշերտ ռայի ծռման երո
րեոր կամավոր ձևով կիրառված է սայի հիմրերինւ Կողմնային մակերևու յթի 
վրա տրված են՛ կամայապես ռաղիայ տեղափոխումները և շոշափող յուրում 
ներկը։ Սայր ևնթագրվ ում է ամրակված այնպես, որ նրա կողմնա յին մակերեու ր 
թի մի շրջանագծի վրա կամ աոտնցրի մի որևէ կետում րայյտ կա յսւմ են 
աոանցրի fit ղղու Р յամբ տեղափււիյէււմներյո Շերտերի նյ/tt թերն ունեն աոանձ- 
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դավանության ե Պ սւասսնի տարրեր դււրծակիէյներ: հ)նղիրր / ft ւծ վուր/ Է Ֆոլրյեհ 
եղանակով, ա ււսւնձդականաթ յան տեսոլթ յան հիմնական հավասարումների՛} 
եթւե;ով, աոանյյ որևէ կինեմ•:/տիկական հիպոթեզի (mil'll [7—<?| աշխատոէ- 
թյուններրիւ Մtn սնավ սրապես լուծված է հաստ կ[որ երկշերտ սայի ծոմուն 
խնղիրր, երր սալր ծովում է նորմալ աոանյյրասիմեւորիկ բեռով կիրառված 
նրա վերեի հիմրի վրա, երր բա ;յա կա յա մ է էւաղիալ տեղափոխում ր ամբողջ 
կողմնային մակեբևույթի Վրա և աոանցրային տեղափոխում ր այղ հայն 
մ սւկերեույթ ի ներրեի շրջանաղծի վրա: Մասնավոր դեւղրում, երր շերտերի;} 
որն!; մեկի հաստութ յունը հավասարեցվում է զերոյի, пшш րվամ է աււանցրի 
նկատմ ամ ր ոիմեարիկ բեռով հաստ կլոր սա;ի ծռման խնդրի րււծամր, որր դի­
տարկված է 0- է. Արիահամյանի ե Ա. Հ. թաբլոյանի մ' աշխաւոության մեջ.

Նէքպն խնդիր ղիտարկված է եղեյ Ա. Պ Մ ելքոնյանի [ժ] աշխատությու­
նում. որտեղ սալի կո դմնա յին մակերևույթի վրա րսւվարարո ւմ են մեղմ աղված 
եզրային պայմաններբւ

Վերջում բերված է թվային օրինակ:
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