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Суммирование итераций линейного оператора*

1. Пусть в линейном топологическом пространстве/., полем ска
ляров которого служат комплексные числа, построены дна класса по
следовательностей А I! В.

Нижнюю треугольную матрицу 7՜ над полем комплексных чисел 
мы называем ДВ-ре։ улярной, если линейное преобразование, опреде
ляемое этой матрицей, всякую последовательность из класса .4 пере
води г в последовательность класса /Л Предполагая, что матрица 7 
имеет обратную матрицу Т՜'. положим

Т=(С*. „) ։Г'=(Л, „). (1)

АВ — регулярную матрицу будем называть А - регулярной, если 
классы Д и В совпадают.

Обозначим через Р аддитивный оператор, отображающий про- 
страпсгво L в себя и пусть {ул| последовательность простых ите
раций. порождаемая этим оператором, т. е.

У.+1=/+^У„. «=о,։,2,... (2)

где f и у0 произвольные элементы из L. Легко показать, что после
довательность {2Л}, связанная с последовательностью (у„) линейным 
преобразованием

т
= (3)

л-0
удовлетворяет следуютему рекуррентному соотнонiен11ю

>п
= Cmf 4՜ £m+!, Oj'o 4՜ ( X. т, л Z/t )• (4)

. \л=0՛ /
Нижнюю треугольную матрицу Т* = (sm,„) мы будем называл» 

матрицей, ассоциированной с матрицей 7’. Обозначив через 7\ матрицу, 
которая получается из матрицы Т удалением первой строки и первого 
столбца, нетрудно проверить, что матрица, ассоциированная с матри
цей 7՜, допускает представление:

 Л=Т}7՜1.

Работа доложена на V Всесоюзной конференции по георин функций ком
плексного переменного к сентябре i960 i в г. Ереване»
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АВ - регулярную матрицу мы называем С - «итеративной, если 
ассоциированная с ней матрица является ВС - регулярной. Если клас
сы Л, В я С совпадают с классом сходящихся последовательностей, 
то АВ - регулярную и С - итеративную .матрицу мы будем называть 
просто регулярной н итеративной .матрицей.

В том, что не всякая регулярная матрица является итеративной, 
можно убедиться на следующем примере. Пусть элементы матрицы 
(ст, п) определяются соотношениями

Գօ=հ ст,п = 0 при п>т, 
- 1 Տ H-JL 

(ձտ.2է տ' c2s+l,9f~

Գ.»+ւ“0 "Ри 2^+1 <m и գ1+1,յ,+։= —■

Такая матрица регулярна в обычном смысле и имеет обратную 
матрицу, которую мы будем записывать так же, как в общем слу
чае (см. формулу 1).

Однако, матрица (5) не является итеративной. Чтобы доказать 
это. достаточно установить, что ассоциированная с ней матрица

т

Sm. п = Ճ ‘■mfUfA1’ (6)
k-n

не регулярна. В самом дел*. расходящаяся последовательность 

s(, = b s։ = 0, х, = — 1 , ձ՝3 = 0, • • •

матрицей (о) преобразуется в сходящуюся к нулю последовательность 
{6п(. Легко проверить, что применяя к последовательности ассо
циированную матрицу (6) мы получим расходящуюся последователь
ность.

Пусть 7’некоторая АВ - регулярная матрица. Обозначим через 
17՜} поле этой матрицы, т. е. множество всех последовательностей 
в L. которые матрицей 7՜ преобразуются в последовательности 
класса В.

Обозначим, далее, через {Ло множество последовательностей, 
состоящее из всех последовательностей ноля 7՛. пополненных нуле
вым элементом в качестве первого элемента.

Поле АВ - регулярной матрицы 7 мы называем шагреневым, 
если

{?1о^ т-
Свойство матрицы быть итеративной и свойство ее поля быть 

шагреневым связаны следующей теоремой:
Теорема I. Для того чтобы АВ ֊ регулярная матрица Т 

была В - итеративной. необходимо и достаточно, чтобы поле 
этой матрицы было шагреневым.
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Условие достаточно. В самом деле, пусть (гот; ֊ произвольная 
последовательность из класса В. Полагая

«.՛

Ут~ Zn՝
Ո-0

мы получим последовательность 'у;п} из поля Т\. 11ослсловательность

Уо» Уь 5'շ«'՛՛ (7)

Принадлежит полю {7\, так как по условию оно шагреневое. Резуль
тат применения ассоциированной матрицы (տ„։, я) к последовательности 
za] можно представить теперь в следующей форме

т т
im ~ Ճ л = ճյ Հ/n+l, «4-1 Уп’ (8)

л-0 л-О
Следовательно, последовательность [tm\ принадлежит классу В и поэ
тому ассоциированная матрица В- регулярна.

Условие необходимо. Если jym} — произвольная последователь
ность из поля j՜/՝}, то применяя к пей матрицу Т, мы получим после
довательность из класса В. Пусть

m
zm ~ п Уп -

л-0
Так как но предположению ассоциированная матрица п) /?-ре
гулярна, то из соотношения (8) следует, что последовательность (7) 
принадлежит полю (Г).

2. Гронуолл [I] ввел очень общий метод преобразовании рядов 
и последовательностей, включающий в себя многие классические пре
образования: Чезаро, Вороного, Эйлера-Кноппа и его обобщения, по
строенные Перроном |2|, аналитические преобразования [3], преобра
зования Валле-Пуссена, Мерсмана, Обрешкова [4[ и многие другие. 
Понятие Ассоциированной матрицы приводит к дальнейшему обобще
нию понятия гронуолловского преобразования.

Проверка показывает, что ассоциированные матрицы перечислен
ных классических преобразовании допускают следующее простое пред
ставление

/ ЬпО^п \

\ Um + 1
где |(2/,, и ծ,]- последовательности комплексных чисел.

Матрицу G мы называем обобщеннной матрицей Гронуолла, если 
ассоциированная с ней матрица допускает представление (9) при ус
ловии, что

bn & 0, п = 0. I. ... и <70փ 0.
Теорема 2. Для того чтобы, матрица G была обобщенной 

матрицей Гронуолла. необходимо и достаточно, чтобы ее эле
менты имели вид
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է
где

С» ОО
/(*) = 2 ая2’~։. Il (z) У рДг". л (0) փ О, 

//-О л-О
!*„) -произвольная последовательность комплексных чисел, у— кон
тур, охватывающий начало координат (правую часть можно рассма- 
гривать и формально как коэффициент при z ’),

Условие необходимо. Легко показать, что элементы матрицы 
(<-и. Л) связаны с элементами ассоциированной матрицы соотношением 

/п-1
Cm. II — 2 S/h-1.4 t'k, п— I • 00

է л-J
Имея в виду представление (9). умножим правую и левую часть по
следнего равенства на bmzm и просуммируем по индексу т в преде
лах от 0 до бесконечности; тогда получим

оо со
\ Ьт('т.„2т /(г) V ЬтСт,

т .■Հ» m - О
Отсюда следует

X W֊
2 Ь„СЫ. в2" - ք Ա) 2 ЬщСт.ог^. 

т - <1 т - 0

Полагая • мы легко убедимся в справедливости формулы (10).
Условие достаточно. Допустим, что элементы матрицы (ст, „) 

определяются формулой (10) и а0 ~ 0 (отсюда следует и неравенство 
нулю коэффициентов Ьп ).

Полагая
Л — Йгат |SM, л .

мы можем переписать равенство (11) в следующей форме
т

Ьщ + I Ьт тI лД1 ~ k "՚ 0~)
. к ո

Для завершения доказательства нам остается показать, что ут н = 
— ат.п. При п — т справедливость равенства легко проверяется. При
меняя обратную индукцию, допустим, что ոՀԼու-, тогда соотношение 
(12) можно представить в следующей форме

т
Ա/։. п ^,։ Слл՜}՜ > dm-Сц, п =֊ Й/я-Ы Ст | 1. л fl • (13)

R-r. ! 1
Используя формулу (10), легко показать, что 

т
Ьщ I Ст 41- п -1 ՜ ճյ ^nt - k^kCh, >։•

к - it
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Из равенства (13) и из того, что диагональные элементы матрицы 
(10) отличны от нуля, легко следует теперь нужное нам соотноше
ние. Этим теорема доказана.

Если в формуле (10) положить
№

Z/(2) = g(z)[l /(z)|, где я (г) = У bnz\ (14)
л-0

го мы получим хорошо изученный класс матриц Гронуолла [11. Из
вестно, например, что всякая матрица Гронуолла распадается в про
изведение матрицы преобразования Вороного на матрицу аналитиче
ского преобразования [3|.

Если же в формуле (10) положить

А (г) = —г(г)/(г)|1 -/(г)], 
2

то соответствующую матрицу мы называем несимметрической матри
цей Гронуолла. Всякая несимметрическая матрица Гронуолла распа
дается в произведение матрицы преобразования Вороного на матрицу 
обобщенного преобразования Эйлера (см. [3] и |2|).

Доказанная теорема позволяет сформулировать следующие про
стые предложения:

Для того чтобы. АН - регулярная матрица Гронуолла была 
В итеративной, необходимо и достаточно, чтобы матрица (9) 
была В - регулярной .

Для того чтобы поле АВ - регулярной матрицы Гронуолла 
было шагреневым, необходимо и достаточно, чтобы матрица (9) 
была В - регулярной.

Ясно, что оба предложения одинаково справедливы как для сим
метричных, так и для несимметричных матриц Гронуолла. Под сим
метричной матрицей Гронуолла мы понимаем матрицу, определяемую 
формулами (10) и (14). Как уже было указано, эти матрицы при
нято называть просто матрицами Гронуолла. Несимметричные матрицы 
Гронуолла в тех случаях, когда это не может привести к недоразу
мению, естественно отнести также к класс} матриц Гронуолла.

Обозначим через Е совокупность всех аналитических и всех об
общенных эйлеровских преобразований (см. |2[ и |3|1.

Теорема 3. Для того чтобы матрица Гронуолла G принад
лежала классу Г., необходимо и достаточно, чтобы ассоциирован
ная с ней матрица имела элементы, зависящие лишь от разности 
индексов, т. е. если

S/n. п — Um—г.-

Как известно |3|, матрица Гронуолла только в том случае при
надлежит классу Е, если

£(г)-М> -Я‘С ՛-
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Верно и обратное заключение. Таким образом, коэффициенты ЬГ1 со
ставляют геометрическую прогрессию, но тогда справедливость тео
ремы 3 легко следует из формулы (9),

3. Мы продемонстрируем возможности итеративных матриц Гро- 
нуолла на суммировании итераций интегрального уравнения Фред
гольма

1
y(s) =f(s) 4-Л A'(s. (15)

։)

с непрерывными функциями Հ(տ) и К (տ, /), 0<s, i 1 и комплекс
ным параметром Для произвольной непрерывной функции y0(s) 
построим последовательность простых итераций:

>’ии<5) =/(*) + '• рФ, 0У„(0^. Об)

о
Как известно, простые итерации (16) сходятся к решению урав

нения (15) при |X|<Հ|XjI и расходятся при |X|>|aJ, где >.։ —наи
меньшее по модулю собственное значение ядра К (տ, է). Мы построим 
итерационный процесс (4), сходящийся к решению уравнения (15) во 
всей плоскости переменной а, исключая некоторые разрезы.

Пусть (ст. л) несимметрическая матрица Гронуолла, опреде
ляемая функциями

ff(2) = (l֊z)-՛, /(г) = |(Р + 1)’- 1Г'[(1------^-V-l • (17)
I \ р + 1 /

Применим эту матрицу к суммированию простых итераций (16) 
уравнения (15). В силу теоремы 3 соотношение (4) может быть за
писано в следующей форме

z«+, (S) - П - <f,('” + 1) (S) + (т 1)/ (S) +

до

tn
K(s. д« (/)<//. 

лиО
(18)

здесь

«л [(pH)’- II
7. (а -г 1) • • • (а ;• п) р'

(« + 1)1 0» + Ո*Ւ’’

Z(s) = 2 <М"+’.
л--0 

т I-1 т
?о('«т1); Ճ <*„, '•?! {т -н I) = Տս«-4?օ(4 

Л-*0

(19)

(20)

Легко проверить, что ассоциированная матрица (а^-л) регулярна, 
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поэтому матрица (ст. п) является итеративной матрицей из класса Е. 
В дальнейшем мы эту матрицу будем называть Л-матрицей, а ме
тод суммирования, определяемый ею — £-методом.

Известно (см. |2|, |5|). что определение всякого метода из клас
са Е может быть дано в следующей эквивалентной форме:

Ряд 2ժո называется £-суммируемым к сумме ձ', если схо

дится к Տ ряд где числа определяются из тождества

(21)
п-0 n-О

‘Для регулярности любого Е- метода достаточно, чтобы выпол

нялись два условия лл>0 и 1 (см. |2|), которые в нашем 
случае очевидно выполняются.

Заметим еще, что при |7(<Հ1 функция w—/(г) принимает зна
чения, принадлежащие кругу |-к՛ |< 1 и осуществляет однолистное 
отображение единичного круга в плоскости г на односвязную об
ласть, лежащую внутри единичного круга плоскости w. Обозначим 
через 1р. границу этой области. Легко проверить, что при р 1 

1
2 ° кривая !р , лежит внутри области

|ЭД|<1. h«rg(w-г !)!<“«. |w+l|>2՜". (22)

При а—>Д-0 эта кривая сжимается к отрезку {0. 1| вещественно։։ 
оси.

Пусть Хь Х2,-собственные шачения ядра А'($» 0 интеграль
ного уравнения (15), расположенные и порядке неубывающих моду
лей, и £(/<) — звезда Миттаг-Лефлера с вершинами в точках X/. До
кажем следующее утверждение:

Теорема 4. Для любого X£S(K) параметры, р и а можно 
выбрать таким образом, что последовательность (18) функций 
гп(в) будет сходиться к решению интегрального уравнения Фред
гольма (15) при любой начальной функции zQ(s).

Доказательство. Если X не является собственным значе
нием ядра /<(տ. է), то уравнение (15) имеет одно и только одно ре
шение, которое можно представить в форме 

1
у (s) =/(.s-) |Х t. Հք(է)<էէ, 

о-.
где R (s, t. а) резольвента уравнения (15), представимая степенным 
рядом

со
24.U. t)C, (23)

л-0
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сходящимся при |a|<P-iI и расходящимся при >-|>|М- Мы видели, 
что сходимость итерационного процесса (18) равносильна /•-сум
мируемости простых итераций (16), что. в свою очередь, эквивалентно 
аналитическому продолжению ио /. ряда (23) из круга /• Հ> '։, в 
область Dp, а суммируемости степенного ряда методом /՛. Следова
тельно, итерации (18) будут сходиться к решению y(s) уравнения 
(15) всякий раз, как простые итерации (16) сходя гея к этому решению 
при При этом сходимость итераций (18) будет равномер
ной во всякой замкнутой области, содержащейся в 1՜'է>, ■> . Обратно, 
если итерации (18) сходятся равномерно в некоторой замкнутой об
ласти к функции у ($), то эта функция является решением уравнения 
(15). Действительно, ?0(т + 1) -* 1 « ?։ (/п-f-1)-> 1 при т —>ос; вы
ражение

т

«•о

стоящее под знаком интеграла в правой части (18), при тос стре
мится к у (г). так как ассоциированная матрица (а,„ в) регулярна.

'Каким образом, для доказательства теоремы достаточно найти 
область ^-суммируемости степенного ряда (23) и показать, что эта 
область при а—>0 и р—>ос стремится к звезде 5 (К).

Обозначим через /?($, Հ X) аналитическое продолжение степен
ного ряда (23) в звезду 5(Х) (в плоскости комплексной переменной 
X). Возникает вопрос, для каких значений Хо этот ряд ^-суммируем.

Если функция К ($, /,X0/(z); регулярна при (z| < 1, то ряд

/(z)V^(s, 0К/(г)Г 
л—О

можно разложить по степеням z, и возникающий при этом ряд будет 
сходиться при z=l. Но последнее r силу определения означает 
/:-суммируемость ряда (23) в точке Хо.

Обозначим через GP։ а область, содержащую внутри начало коор
динат и ограниченную кривой Гр,«. являющуюся образом окружности 
. z 1 при отображении

Л Д_. (24)
/И

Мы утверждаем, что геометрический ряд У Е- суммируем к 

(1 — X)՜1 и каждой точке ,. Действительно, функция (24) ото
бражает круг на внешность области Gtt,«. Поэтому 1 — KJ (<) / О для 
любой точки z круга |z|< 1, следовательно, функция

1
1-Х/(2)՜

регулярна при |z| < 1. Граница Гд.. является образом кривой 1։>.« при 
отображении л — х՛ Поэтому семейство GP.n при р—>ус и а — О 
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исчерпывает звезду S(K) функции (I -X)՜1. Это значит, что какое 
бы значение X мы ни взяли (исключая, разумеется, вещественные 
значения XJ>1), найдутся достаточно большое р>0 и достаточно 
малое а > О, для которых X

Рассмотрим вопрос об аналитическом продолжении ряда (23) в 
звезду Миттаг-Лефлера при самых общих предположениях относи
тельно резольвенты. Пусть >. = ф (/•) (О </ < 1) есть параметрическое 
уравнение кривой Гр,Для каждого собственного значения ядра 
К (s, О построим кривую Гр. э(а) с уравнением X #’•>(£). Область, 
ограниченную кривой ГР, 0(д) и содержащую начало, обозначим через 
б/р. ,(а). Обозначим через Dp,, множество внутренних точек, содер
жащихся в пересечении замкнутых областей Gp, а (а). Из предыду
щего следует, что степенной ряд (23) суммируем методом F- к зна
чению R (տ. է, >.) в каждой точке области Dp, При этом семейство 
областей D.h - при -х >0 и р-* =о исчерпывает звезду S(A’).

Замечание. Итерации (18) могут оказаться песходящимпся к 
решению уравнения (15) для значений X. отличных от собственных 
значений X, и лежащих на разрезах звезды 5 (К). Чтобы иметь воз
можность и здесь применить итерационный процесс (18). мы можем 
произвести малый сдвиг в спектре уравнения (15). Пусть для опреде
ленности X, положительны и Х1<Х<л„. Записывая уравнение (15> в 
операторной форме

у =/ + X Ку (25)
и замечая, что для достаточно малых b оператор (./— ЬК)' 1 сущест
вует (J единичный оператор), мы заменяем (25) эквивалентным урав
нением

у==(.7 ibK)՜' f Н р (.7 ibK)՜ 1 Ку, (ծ>0, р = Х—/ծ) 

с комплексным параметром р. Для этого уравнения можно построить 
итерации вида (18), которые будут сходиться к решении։ уравнения 
(25) при подходящих р и л.
Уральский Гйсуллрствшшмн университеч

нм. А. Л1. Горького Поступила 20 IX 1962

IK. II»* IFbibTigin|. Լ. I*. IPntriub

ԳԾԱՅՒՆ ՕՊեՐԱՏՈՐՒ ՒՏեՐԱՑՒԱՆեՐՒ ԳՈՒՄԱՐՈՒՄԸ

Ա 1Г Փ П «!> II հ Ս՜

1,աւ/ հարոնի / 
«/ ունկէփ nil ա ւ

հաջորդական tl'nlll ա րկէէր.ւքււ հ րքւ tfh fd rrrfft քլործնական ա ր- 
հաւիււսարու էէէւհրի լուծուէՈւևրր որրւն1ւ][ւո: Լավաււարւէ ան

,yir^zi։/7/znAi սւնեքքոդ րււձմւսնր դու դամ ի nt it դ ի ւոերա t/ji ոն հաշորւրսկանւս JJրււն՝ 
նհրի կաոոէ <ր>'սՀհ հա մ ար կարեյի Է այ ա ա /у it րծ I, / nt чцпп r/'furr п ц շա րՀ>1, րքւ t! ար- 
մш’ц ահսութլան ապարաար: ^ttr/tpin  ̂nt մ ipt utiuրկւ1ւււ t! կ հո անկյու ն մատյփ- 
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ցաների կիրաոումը ^ծափն սպերատորի իաերացիաների yttt >f արմսւն համար։ 
Մտցվում Լ իտերատիվ մատրիցայի դաղավւարր և հետազոտվում են Գրււ՝ 
նւււոյլի մատրիցաների իտերւստիվոէ [Jլան պա լմ աններր։ Ւտերատիվ մատրի
ցաների դասի հնարավորււլթ լուններր ցուցադրվiit.ll' են Ֆրեդհոլմի հավասար֊ 
ծան լուծման վրա։ Հոդվածում արվում I՜ Գրոնուոլլի իտերասւիվ մատրի֊ 
ցաների դորււթւան կոնստրուկտիվ ապացույցը, մատրիցաներ, որոնր դումա՝ 
րու ծ են Ֆրեդհււլծ ի հավասարման ոեղոլվենտր U իտտաղ֊ Հե էիլերի աստղի 
дանկս։ցած կե տա.ծ՛:
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