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Г. С Саакян, 10. Л. Вартанян

О решениях уравнений Эйнштейна для 
аксиально-симметрических полей

§ 1. О решении Вейля

Первые попытки решения уравнений Эйнштейна для аксиально-сим
метрических гравитационных полей были сделаны Вейлем 111 и Леви- 
֊ Чивита [2|. В |1| было предположено, что поле статическое (г.е. тело.
создаю шее поле, неподвижно) и соответствен по с этим четырех.мер
ный интервал записывался н виде- ժձ։ - (rfA°r + Ժ/Հ (1.1)
где dl
значении

истинное расстояние (ниже мы везде придерживаемся 
книги |3|). Каноническим преобразованием координат

обо- 
ква-

дратичную форму (1.1) можно привести к диагональному виду
г2ds2 = fdt- - h (dr2 dz2) - ~ dz2. (1.2)

где f и h — являются функциями лишь координат г и z (г. z. у - ци
линдрические координаты). Для тензора энергии и импульса в |1| 
было использовано выражение

T,k = у ^սԿ։*, (1.3)
iде jiq плотность массы в собственной системе. и‘ = dx*ids. Затем 
уравнения поля были проинтегрированы н предположении, что /Г‘=0 
(л =1,2,3). Для этого случая имеем

7՜”= 7 °’ 0: (1.4)
I Zk

Уравнения поля в |1| были получены вариационным принципом 
;:ля специального вила квадратичной формы (1.2). При этом не учи
тывалось. что Zg,r и ZgiJt J. О (когда i i- k). в результате чего 
были пропущены некоторые из уравнений поля. Впервые па это об
ратил внимание Леви-Чивита |2|. В работе |4| непосредственным вы
числением было показано, что если работать с исправленной системой
дифференциальных уравнений. то оказывается, что не существует
решений с отличным от нуля распределением материи. Могло по
казаться, что такой результат (отсутствие решения с ч-0 = 0) связан с 
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частным видом четырех мерного интервала (1.2). Однако, в последнем 
пункте статьи [4] показывается, что если снова принять за основу 
тензор энергии-импульса (1.4), то такой же вывод получается и а 
случае статического поля с произвольной квадратичной формой

ds'- - Xdx' 4- Ydy'- -I- Zrf22 —fdu(1.5)

В работе |4| не были выявлены физические, а также математи
ческие причины такого парадоксального результата. Нам кажется, 
что формально как для (1.4). так и для более частного случая (1.2) 
должны существовать решения с отличным от нуля распределением- 
материи.

Для выяснения этого вопроса рассмотрим уравнение

րԼ о. <1.б>
Подставляя (1.4) в (1.6). получаем

/io* ^•’^=0, (1-7)
ох3

Отсюда, как правильно было показано в |4]. следует, что не суще
ствуют решения с н-0 =# 0.

Однако, если пользоваться более корректным выражением тен
зора энергии и импульса

Т,к = (р 4- е) и и* 4- pgik, (1.8)
то вместо (1.7) мы получим

~ ֊ (/» + ։>«*" =«• (1.9)Ох3 2 дх*
Сравнивая (1.9) с (1.7). замечаем, что в (1.7) опушено не только дав
ление, но и градиент давления. Именно это обстоятельство и пред
решает отсутствие решения с отличным от нуля распределением ма
терии. Действительно, под воздействием одного лишь гравитацион
ного притяжения (без учета поля градиента давления) не могут су
ществовать равновесные конфигурации небесных тел с р0՜^^-

§ 2. О метрике аксиально-симметрических гравитационных полей

Рассмотрим вопрос о виде четырех мерного интервала в случае 
аксиально-симметрических полей. Формула (1.2) справедлива лишь՝ в 
том случае, когда аксиально-симметрическое гравятлцйопное поле 
является статическим, г. е. когда g.k зависят только от г и 2.

Однако, нетрудно убедиться из физических соображении, что в 
природе не могут существовать такие поля. Действительно, чтобы 
невращающееся тело имело аксиально-симметрическое распределение 
материн, .мы должны допустить наличие в нем особого поля натяже
ний, т. е. допустить, что в таких телах нарушается закон Паскаля.
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Но поскольку лет основания допустить нарушение закона Пас
каля, то Очевидно, что неподвижное граннгируь -щее тело и созданное 
нм поле в состояния равновесие должны обл а пп- сферической сим
метрией.

Итак, статические поля нс могут быть пксиально-снмыстрм- 
чсскнмн. Гаковым будет *:«».:։* р;:н)1омерно-враш:1ющегося гели. В этом 
случае причиной аксиально-։ ։мметрического распределения истерии 
является поле центробежных см... При наличии равномерного краше 
ним все геизора, харш. герит.д;чцм гравитационное поле и распредели 
ине материн, помимо координат ги; буду.- также зависеть от угло
вой скорост вращения ՛՛

В этом случае четырехмернын интервал запишется в виде
- 4֊ ձնւ I֊ Л’) 4- g^' .. 2^dx"d?. (2.2)

Таким образом, четырехмерный интервал для аксиально-симме
трического распределения материя не может быть диагональным.

§ 3. О тензоре энергии и импульса

В этом параграфе мы приведем вывод формулы тензора энергии 
я импульса для вещества, исходя из вариационного принципа. Эта 
задача фактически решена в [3. 5]. Однако, здесь мы приведем 
наглядный вывод, который, возможно, будет полезен с методологи
ческой точки зрения.

Как известно, варьированием действия

5 (3.1)

для тензора энергии и импульса получается общая формула |3)

тл-֊X֊ [ - մճ_^տճ 4. Ճ ճ֊տ ճ_ I. (3.2)
I — I dx1 d(dg*]dxl) J

Представляет интерес построить плотность лагранжиана, из ко
торого по общей формуле (3.2) можно было бы получить 7д для по* 
Шестая. Рассмотрим сперва случай, когда необходимо учесть микро
структуру системы. В этом случае при отсутствий взаимодействия 
между частицами для действия всей системы имеем

Ճ * 2 (— тлс) | ds*. (3.3)

Эго же выражение, очевидно, можно представить в следующем виде

•՝՝ =֊֊2։ "мч (р — Кг r,}d(2. (3.4)
с <> J dt
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Сравнивая (3.4) с (3.1). для плотности лагранжиана получаем

А (л4) = ֊—U_ V (_ тас} ) — ֊ <5 (г — гв). (3.5)
I -5 -

Подставляя (3.5) в (3.2). получаем известную формулу |3|

Г* =* V а1 //* ~ ձ (г— г’,). (3.6)
Я V —g dt

Теперь рассмотрим сплошную среду и построим для нес плот
ность лагранжиана А. Для сплошной среды характерными скалярами 
являются плотность энергии - к собственное давление р. Поэтому 
наиболее общее выражение тля цЩствня шпишется в виде

S = ' (?(։. PW'u.u* 4֊ '?( . J I ~gd<2, (3.7)

где 9(e. /И и }<(*• /?) скалярные.функции, подлежащи1 определению.
Итак, для плотности лагранжиана и этом случае имеем

А ? («. р) «* + $ (*. Р> g‘*ga (3.8)
Подставляя (3.8) в (3.2). для Г.» получаем

Tik = (2* ֊ ?) gik - "*• (3.9)

Для определения вида функций - и * перейдем в сопутствующую 
систему координат. В этой системе имеем

Г.д - р^.. (а. '?= Լ 2. 3). (3 10)
7*jp = £՛

где первое соотношение следует из ткана Паскаля. С другой сто
роны, я той же системе отсчета из (3.9) для Т- и имеем

• п = 7 = = Л»= (֊? ?). (ЗИ)
7՜«> = ֊(= 4- 2*).

Сравнивая (3.10) и (3.11). патччаем

? = -4</’ + г>՛ <- = ֊ Կ=-₽>- (3.12)

Подставляя (3.12) в (3.9). получаем известную формулу тензора 
энергии и импульса тля сплошной среды

7՛.*= (« 4֊ Р) и. и* 4֊ Р^>- (343)
В заключение выражаем благодарность профессору В. .'I. Гинз

бургу за ценные замечания.

Фн iiiKo-iexiiH'iecKiiH ллбордторнх
All Армянской ССР.

КрсппнскиЙ юсударс էнсниий
университет Поступила 30 V I9<>2
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Ս. *!•. lbuhiuf]jiu(i. it։i» . 1.. Վսւրզահսսն
ԷՅՆՇՏեՅՆՒ ՃԱ<ԱՍԱՐՈհՄՆեՐՒ ԼՈՒԾՈՒՄԸ 

ԱՌԱաԱ֊ՍհՍեՏՐհԿ ԴԱՇՏհ ՃԱՄԱՐԱ IF «I» II Փ II I» II'

Հոդվածու 0 րննա րկված ե՚հ Վձ/y/i հ О у/, ի,իj 1ւնկո /ի /«։ շ խ ա in ու (մ րււն֊ 
նհրր [/. /■ |: !1ու [<] Լ արված, />у» հիշաաակված աշիււոաու ի1 pti'h'hli ftni »/ կներ֊ 
ղիու/ի հ ի/1՚ոքու/ոի T'ik՝ I' Pl՛’ln-ո րի համար ոդաաւրէրծված Հ ոչ ճիշտ արաա֊ 
հա [in nt ի1 [ո<ն . որից -Jiinliinil Լ. пр ձ՚ււչմւււո ղրուղ իենու y< ՛> nnf in и ui p Լ 1Աւս[ի: 
IК [it ււյւուոէ\1էէաւվ I աշ/ոuiinni իք ^tnrh tffi^ ււււււոէյփու} Լ iifnini ալւգււււնվ»:

Հողվածի վերջին պ ու p ա if put էի ու մ արված է / |։- թևն/քորի մի նոր ար~ 
ու ածու 11:
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