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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Т Т. Аракелни

Деформация неразрезных балок на оседающих 
во времени опорах

Условия прочности и жесткости неразрёзпых балок, часто приме
няемых в речном и морском гидротехническом строительстве, целиком 
определяются нестабплизироваппым состоянием нодатлиного грунта 
основания |1|.

Иногда r основании опор шегтот недонасыщенные слабые 
илистые грунты небольшой (по сравнению с размерами сооружения! 
мощности со слабо выраженным явлением ползучести скелета грунта. 
Известно, что уплотнение гакогс» грунта при нагружении можно ха
рактеризовать одномерной фильтрационной консолидацией |2]. При 
этом величину осадок (вертикальные перемещения) опор и весь рас
чет неразрезных балок можно получить на основе общего соотноше
ния Флорина—Арутюняна |3|.

Для упомянутого случая ниже привидится общее выражение для 
деформаций неразрезных балок. Определение последних необходимо 
для оценки величины и неравномерности осадок, а также для проек
тирования компенсирующих устройств |4|.

1. Общее уравнение изогнутой оси балки. Рассматривается 
плоский изгиб призматической упругой неразрезиой балки, лежащей 
на опорах с уплотняющимися во времени основаниями.

Как известно, после составления и решения системы интеграль
ных уравнений пяти моментов [1]. определяются все неизвестные 
опорные моменты в зависимости от некоторых характеристик, в том 
числе и от времени է. В число действующих сил основной системы 
//-го пролета (фиг. 1) входят еже известные опорные моменты । (/՛) 
и Ma(t).

Расположив координатные оси согласно фиг. 1, обозначим про
гиб в точке л՜ оси балки, вызываемый действием внешних сил и оп
ределяемый обычными методами строительной механики, через уг;(/<,,х). 
Прогибы тон же точки, обусловленные воздействиями опорных мо
ментов, представятся в виде

уД.И,., (О, М = Հ|. (I.I)
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Л*| =

где £7—изгибная жесткость балки.

Фиг. I.

Для прогиба той же точки, возникающего вследствие осадки 
опор, согласно фиг. I получим выражение

ya.[8(n.x|=|«,(C-5„.>U)|-^ • (1.3)
hi

Исходя из (1.1). (1.2) и (1.3), суммарный прогиб точки х будет

У. (Հ х) - у„ (Հ, X) + /„ - А'): (/. - Л) +

+ ՜Տ^ր՜(/" ՜ ^-)х + |5л(0—?»-.Ա)|-^- + Ն-ւ(Ո. (1.4)

В этом общем уравнении изогнутой оси неразрезной балки все 
величины известны, кроме ол(^) и оп֊н/). Для определения последив՝; 
используется известное общее вы ряжение опорного момента для 
упомянутого случая основания опор [1|

£Гхзг],2... " *г
Здесь
(Հ и Հ. коэффициенты, зависящие от нагрузок и некоторых характе

ристик данной неразрезной балки и основания опор.
btt безразмерный коэффициент, зависящий от xapai гористик балки 

и основания опор.
'■и— корни трансцендентного уравнения
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Ч /Հ,
гм- -п-’ ЙЛ---_- •

.7 - I < г.

На мощность податливого грунта основания /z-ой опори балки, 
с'г. коэффициент консолидации грхлга основания л-oii опоры.
Реакция л-ой опоры (фиг. I) 6;. дет

(Z) = /^u_ .иП4,(п-.и,,т _ _
А/ • । In

Все опорные моменты любой перазрезний балки выряжаются 
функциями времени типа (1.5). Поэтому, без ущерба общности ре
шения поставленной задачи, можно полагать, что остальные опорные 
моменты, кроме Ч„ (/). равны Нулю. Тогда соотношение (1.6) запи
шется в виде

«.W = 4֊(J-+ 1 )л1„(0. 
\ ЧТ 41 1 /

где
/^—реакция опоры п. вызванная п основной системе от задан

ной внешней нагрузки, расположенной на пролетах Z„ и /,7- |_ 
Внеся сюда из (1.5) значение .17л(/). получаем

* ехр(—rwf) 
^-л+в у ил

где

(1.8)

Внеся (1.7) в общее выражение осадки грунтового основания 
Флорина—Арутюняна |3|. будем иметь

Яй Р 00
2 ехр[-^7я(/֊;)Г^4֊^ (1J)

где

Ал—средне-пр и веденный коэффициент фильтрации грунта осно
вания и-ой опоры.

^«—площадь основания л-ой опоры.
'Հ-упруго-мгновенная осадка л-ой опоры неразрезной балки.
А •объе^шый вес фильтруемой воды.

Из (1.9) и (1.7) следует
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t
R д ь Г 00Ճ <՝хр 1-^7, (/-;)(Л

8ВА ! * к
д7~£г1 - - «Р1-г'=7»('-О|Л4-г;.

•/ и ։д... V֊ ։д...

В ко л я до 1 ։ ол । ։ н тел ьн ыс обозначения

v АЬМ,
Л'= МЛГ’ Л*=Д//Л (1.10)

и имея в виду значение псрпого интеграла
/

(expl-՚սՀ (է =)|<Г: = -~-
О

8 « ехр(-е=7„./)
Ժ г>-

будем иметь

М0 = Л։
8 * exp (— ■£»■ 7Д О
г- Т՜-

ехр(-r^-expl-.՛ . 
՜ ֊1- Հ Ժ: հ. (1.11)

ПодингсгральныЛ двойной ряд абсолютно и равномерно 
в интервале />: 0. Следовательно, допустимо почленное

СХОДИТСЯ

рование такого функционального ряда. Таким образом, получаем
интегрн

^(/) = A\ -■՛ ֊֊

V W-I.?.... »■- I ....

Հ-, * ехр(-г/) —ехр(-дагтяО
(1.12)

Учи I ..П’.ия. ЧТО

V <• ехР 
֊ - + +

1 Ջ expt-r/) “ [ 
■ ;'"-Պ ֊‘՜Դ

•I (5|
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tgi

получим

у V _____ _£ձճ“ ԼՀ).____________
...г..Тк...(bn ьп ՜հ 4) (ր« — *'՜՝7 J

В оо Հ^-

=--------х՛--------------------------- Ղ " • (1.13)
44 ւ a֊7k„ ^,а 4 °»1 г“

Ограничиваясь рассмотрением случая, koi та суммой оставшегося 
двойного ряда можно пренебречь но сравнению с другими слагаемы
ми соотношения (1.13), получим

■ К т - Л; , _ 8. | ЦРЪДД 

՜՜ — г՛*<—1,3....

exp(-rU).
Ntr. - 

Հձ.... i^ + ь^

, Высокая степень сходимости рядов, аппроксимирующих величину 
осадка согласно соотношению (1.14), дает возможность в практиче
ских расчетах ограничиться 2 3 членами этого разложения. Таким 
Образом, но (1.4) нетрудно определить прогиб осн балки н произволь- 
нон точке в любой момент времени, а, следовательно, проверни, уело- 

I вне жесткости в опасный момент эксплуатации, т. с. про։ позировать 
I эту опасность и устранить ее предварительно разработанными кон

структивными мероприятиями |4).
Из соотношений (1.14) и (1.11) следует, что оя(/) получает 

максимальное значение при а минимальное значение при
է — 0, т, е.

ММ = л'։и;;= ^ի:֊(7լ. + .Հ1_).ձ^| + ?օ. (1Л5)
(1.10)

Нахождение максимальною прогиба но пролету Հ согласно со- 
огиошенпю (1.4) сводится к определению максимума функции двух 

I. независимых переменных л* и /. При этом может случиться, что

vjoa.xj.

Имея в виду фиг. 1, поперечные силы и изгибающие моменты в 
сечениях пролета /л определи ген формулами
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Q('. Ч, <քէ)(Վփ ЛМ/) Л և ։(0 
1п

м (t, х)я = /и0(л')ч+ {/ц v) ! *ЛМ') ։ 
< о

где
Qo(a*)„ н Л/0(л-)я величины поперечной силы и изгибающего момен

та в сечении //-го пролета основной системы.
2. Пример. Рассмотрим ,ikj хпролетную неразрезную балку, сред 

вяя опори которой расположена на водой асьпце ином илистом групп 
а крайние опоры на несжимаемом скальном основании (фиг. 2

Фиг. 2.

Пусть в некоторый момент времени к балке была приложена равно 
мерно распределенная нагрузка с интенсивностью </.

Расчетные данные иеразрезпой балки и физнко-механическК 
показатели грунта основания средней опоры следующие: расчетам 
пролеты /։«/. = /- 3-10‘ см, площадь основания средней опор: 
/•‘=49.10։ сзг. кзгибная жест кость балки ձ7^9.1013 кг.см-. интенсив 

ность внешней нагрузки д=131- — » объемный вес фильтруемо

. ք^շ
воды ձ֊-I.IO -4. коэффициент фильтрации грунта основана С «If

- с։х
« = 2,2.10 ՛ ֊тут֊, средний коэфф։шиеп1 пористост։! грунта основан։։

Լ СК
s = 1.368. мощное։։, слоя податливого грунта основания А/=4.10*4* 

коэффициент уплотнения грунта основания а0 = 0.206 . Коэффи

циент консолидации грунта основания будет

— =0,253.10 ; —
Да0 сек

Заметив, что для исследуемой неразрезной балки крайние опо| 
ные моменты равны нулю

и обозначив

•И, (О = 0

-Ч </) =о

-4(0 -И(/),

(2.1>
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интегральное уравнение пяти моментов представим в виде интеграль
ного уравнения Вольчерра |1]

jW(/) = ?l + :J у _

է
I ֊? pW(O(«։[O, (<-ч)]-«։[О,4(/-5)1К (2.2)

о
?где

о 36EJk . ql* . ZEJkHR" / - v ,о Q.
■'՜&HFF ’ 11 8 ’ ?֊~ ScFP ' (՜'3’ 

•ւ MQ* Ui и 4 (/ — ;)[ являются Тста-фуякциями Якоби.
Решением уравнения (2.2) будет (1|

՝нп= ду-Ау V (Հ \
м-1.2,... '

где
. ճԼ!Լ - №՜ձ'/* /.֊ _ /7

8с 2ձէ774 ՚ ր,'~ ս-' ’ 4 շ է с

(2-4)

1,2.5)

корни трансцендентного уравнения

(£>. = --֊• (2.6)

Из (2.61 следует
Мд cos--.. = ■ (2.7)

Внеся (2.7) в (2.4). найдем окончательное выражение опорного мо- 
мента

*<')=2hH: -2^-^֊) Ճ՛ <2՝8)

которое, как и следовало ожидать, полностью совпадает с (1.5).
Корни известного трансцендентного уравнения (2.6) табулиро

ваны в (6Լ аппроксимированы аналитическими соотношениями в |3| 
I՛ [1| п легко могу г определяться графически.
Зная.-что [3|

лк = (2;/ - 4֊:\..
■*

для определения цн необходимо установить абсциссы точек переее 

чення прямой Y=—~ с тангенсоидой K = tgX.
о
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11ри этом целесообразно построить только нижнюю половину 
второй ветви тангенсоиды, от <х до пересечения с осью Հ Прямую 

же г-=—у следует строи и. отрезками между прямыми /■ = 0 и 

X — ъ. как это показано на фиг. 3.
Согласно (1.4), (1.14). фиг. 2 и в силу того, что для исследуе

мой неразрезной балки

Vi (О = պ (О = о, гя (/) = \ (/) = г (/).

V U.A -О Հ \ ' ( I -'.У |

Уя(Ах)=у2(и) = у(/,х),

уравнение изогнутой осн первого пролета представится в виде

У(Сх)
9. г9 г3 л* 

62:7
31 -I-

■У: ехр( rj} 8 ехр(— v^t)
-■ Հյ

I

I

1 • ь

«էև

г Հ7՜ 
ехр(- r«O-.tg ֊շ р -2- 

(ծ4֊/^ ' >i)|/ ru (2.9)

где

Л', А’//
ДсГ

о о  ~ (-՝о ~1~ гг)
/(1+ծ)

.. 32Л
Л՜-՜ ձ/VFZ (2.Ю)
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Я0֊ реакция средней опоры r основной системе

В рассматриваемом примере упруго-мгновенная осадка средней 
опоры о° под воздействием собственною веса балки и массивной опо
ры уже в основном имела место до приложения нагрузки </. В силу 
этого, эта величина не участвует н выражении (2.9).

Прогиб балки в середине пролета согласно (2.9) будет равен

НГ 2 / 384Ճ./ 16£/(1 -֊ ծ) ՜՜2
8 v ЕШттМ)

2 «mJ '"I*'

W V exP I ___  -A՜./.՛./ z , G, |
......... У: g2l ‘. J

(2.11)
При f = 0 и /-•-ос на основе (1.11) из (2.11) находим

V /о — \ ___4- . (° P)
' V’ 2 ) 3MF.J ' \Cyf-J

v /ос _LA - _2ճԼ_ .i. _L_ . JdA ԼՃ /о го 
3( '2J 384/TJ ՛ 16Z7 14֊Z> 2 ' (~‘3)

Исходя из вышеприведенных числовых данных. получаем

/?°=3,93.1O:'kv, ծ= 1.06.

®յ = — 14,75.10T кс. см, 7 - 0.253.IO՜--֊.' ’ сек
•

б» = 84,00.107 кг. см.
•

а° = 3970 сек ,

\ = 2,049, а.. ֊ 4.924, \՛ ^о, ֊Լ^ = 0,614 см,

а3 = 8.051. >4 = 11.091. yf^c, 7f ) ~ 9.520 см.

По этим данным легко установить абсолютную погрешность не 
личины прогиба или сумму двойного ряда, исключенного из выра 
Ж‘ння (1-12). Обозначив 

s(0=^- V
В1 «Лл_^-ГД..

ехр(— г՛2?/) (2.14)

при 0=1 <7яю = 86|ОО сек. и А — 7 дням G048CO сек. для прогиба 
(ск) в середине пролета получим

у / \ = б,66 4-5 (ZJ = 6,66 1- 0,80.1 (Г4.

՜ 7,964 S(E] 7,96 7 0.24.10՜ Հ
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Эти результаты показывают, что в рассмотренном случае сумм 
ряда (2.14) в значении прогиба не играет заметной роли* поэтом 
игнорирован!! ею в общем выражении осадки опор Ա.12).с целы 
упрощения расчетов допустимо.

Пользуясь формулой (2.11). вычисляется изменение у ( է, -у 

для различных моментов времени.

Изменение v / /. \ во нремс։п1

/ 0 I аень ՜ oneii 3 .меощч 1 .՚օժ 03

У |
• / \2 )

1.00 10.86 12.93 15.43 15,50 15.52
/ / \
«■֊ր)

•

11з таблицы видно, что прогиб у( t. i?-j резко возрастает иг на

чального значения у(0. % асимпго.ич-.ски приближаясь к пре

дельном}՛ значению у^ос, —

11рпведенный метод расчета деформации неразрезных балок на 
оседающих во времени опорах легко применит!, к любому частному 
случаю.

Институт математики и механики
ЛИ Лр.м миской CGP Поступили 22 V1I9G2 I

քժ». Տ. (Кп.шГЬцшП

ԺԱՄԱՆԱԿ!- ԸՆԹԱՑՔՈՒՄ ՆՍՏՈՂ ZbWPUVbbPRl ԱՆԽՋհԼՒ 
ձեԾՍԼՆՆՒՐՒ ԴեՖՈՐՍ՚ՍՑՒԱՆ

II. 1.Г Փ fl Փ n Ի Ս'

'I'liuiui լին ե •) ով ափն րո հիդրոտեխնիկական կա/աւ րյներա մ •>դտադոլւծւիո 
անիէդելի հեծանների ՝~,ենտրանների հիմնատակը հաճախ կաղմոէմ են ջրէի 
հտդեըո՚ծ . որիդմւոլին իէա-քլ դրոէ՝1ւանե՚ր1

Արոդիոի դրունւոների վրա, երր կաոու րյի ճնշումր տարածվում է '//։- 
րունտի շերտի հաոաոէ <! լան համ եմ աաո,ի} լամ բ մեծ չափեր ոճւեյյոդ մա- 
կերեսներով, iuujtn հիմնատակի նոավածրներր որոշվում են դծային {իիրոիսէ- 
էյիոն կոնոո լի // արի "• է"վ•'
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6^աժ դք»պքի համար արաւէւծվսս1' են առաձգական պրիէք մատիկ տնխղե- 
//’ ՝\եծէ'էնի г/և ՛ի itրմացիէսների քէյէդհանոպ։ հավաчարումներր՝ կախված ինչպես 
<եւո1 անակիցյ տխպես Լ-յ ւսնի/դեչի հեծանի nt նրա հենարանների հիմնատսւ- 
կ^1'ի էքրքսնտի ֆիղիկտ-մեխանիկական հաականիշների։/:
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