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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л В. Михайлов

Кручение полукруглого стержня, ослабленного 
продольной круглой цилиндрической полостью

Ei работе дано приближенное решение задачи кручения стержня, 
поперечное сечение которого есть яолукру! с круглым отверстием 
(фш. 1).

Вычислены жесткость и напряжения с оцен
кой погрешности.

§ I. Постановка задачи

Обозначим область поперечного сечения че
рез ш. радиус полукруга /?. радиус отверстия а. 
расстояние от центра круга до центра кругового 
отверстия Ь. Примем, что Функция напряжений 
Ф точно удовлетворясп дифференциальному урав
нению

Հ*2Փ = -

Фиг. 1.

(1.1)

в области <» и граничному условию Ф - 0 ла внешнем контуре сече- 
ր՝ րր ԺՓ Л

пия. 1 раничное условие — *= (.) на внутреннем контуре \дов-
as

летворяем приближенно, согласно принципу Сеп-Венана |1|.
Пусть имеем какой-нибудь стержень с внутренней продольной по

лостью. Разделим внутренний контур сечения стержня на п частей 
(фиг. 2) qc,, с2са.-՛-, շ^4։ и потребуем, чтобы главный вектор в глав
ный момент усилий 

действующие па каждую из частей боковой поверхности c\czdz, 
czt,dz.“’, CnC^dz, равнялись нулю.

Получаем следующие условия на внутреннем контуре

J w
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Г J А Г ^Ф / А
I л* - rfs-O, •••, ։л* — с/х --- 0;
J ds J ds

г,
Г л Г г| v — ds = (),••■, I v — - ds 0.ժտ J' os

(1.2)

где х и у координаты точки внутреннего контура поперечного се
чения стержня.

Очевидно, что точность решении зависит от числа участков, 
на которые разделен контур, при этом чем больше число участков, 
тем точнее решение. Однако, как будет видно из нижеследующего, 
практически приемлемые результаты можно получить, ограничиваясь 
делением контура па 2 3 участка.

Функцию напряжений конструируем следующим образом.
Рассмотрим задачу о кручении круглого стержня с двумя оди

наковыми. симметрично располо
женными круговыми полостями, в 
правой части сечения которого дей
ствует крутящий момент, направ
ленный против хода часовой стрел
ки. а в левой части - но часовой

Фиг. 2. Фиг. 3;
стрелке (фиг. 3). Функция напряжений Ф для этой, вспомогательной, 
задачи должна удовлетворять диф(|>0рснциальным уравнениям

?=Ф = - 2г при л*>0. (1 3)
?2Ф = -i. Оу- ирИ х հԼ ()։

и контурному условию Ф = () на внешней окружности кругл. На вну
тренних окружностях функция Ф должна удовлетворять условиям 
(1.2).

Из мембранной аналогии следует, что для вспомогательной за
дачи на диаметре .WcV функция Ф = 0 и. следовательно, часть крип 
AIZ'.'V будет находиться в таких же условиях, как и сечение, соот
ветствующее рассматриваемой задаче.



Кру и՛I»՛.<■■ лот круглого стержня с круглой полостью 13

Решение уравнений (1.3) для вспомогательной задачи представим 
гак:

— 4֊ ? (-1 -г ? (z) при Rez>0,

I-<р (г)4-?(г) при Re? 0.

где z = л’ 4֊ /у; г — л* — /у.
Функция -о (г) должна быть голоморфной в области круга с двумя 

круговыми отверстиями, следовательно, се можно представит!. в сле
дующем виде [2|

сс
. ՛.:)= Х'С... 

к о

л?
ул.
.֊1

2 
{z-b\k

(-D*

(- ■ М"
(1.4)

где все коэффициенты действительные.

Здесь учтено то обстоятельство, что функция = ? (?) ՝|-? (•?) 
должна быть симметрично;: относительно оси л и кососимметричной 
относительно осн у. Ввиду этого граничные условия (1.2) удовлет
воряем только для правой внутренней окружности. Применяя комп- 
Гексныс ь.чпрдинать- շ и г. можем. записать эти условия так:

В первом приближении функция напряжений будет иметь вид

ф_ _1ձՅճ£. ^ճ
4

CV
yc»+.(*s‘w

Л-о

(շ-b) * (г b) J ՜: ՜41| (֊ ~հ) ՜ (■ -'t-ծ) (1.6)

Из граничного условия Ф=() на внешнем контуре круга имеем

С-՚Ջ । յ =֊R=ki(^ 2А,1Г 
:՜ У?-1

где

(17)
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/?,fc ..։ = { — !)'•--------------3֊'/f--------- --------
«(2/<։-hl)|(2/e4-l)2֊4|

- коэффициенты ряда Фурье функции

/0) =
1'')ձ

4

. *)’
4---------------------—

при 
w Հ*

“ f 3՜
нри— <0< —•

Тогда функция напряжений примет вил

, (Z 4- г)3 ф — • —ձ--------
4

—— ----- i----- -1- Д -*------ I ----- * 
\г֊Ь) (z-Ւծ)] 1(г֊Л) (? + *)

Неизвестный коэффициент Д։ определяем из граничного условия ня 
внутреннем контуре

J \ 0Z дг /
о

Первые два условия (1.5) удовлетворяются тождественно. . 1ля 
Л։ имеем

 սԼ  WR'4R՝ ±1г) 

4ծ» (Rl-i>՝)*

Удовлетворение граничных условий по внутреннему контуру в пер
вом приближении дает недостаточно точные результаты (табл. 2).

Во втором приближении делим внутренний контур сечения ня 
два участка 0 ■< 0 < г; г. < 0 < 2г, но ввиду симметричности функции 
Ф относительно осн -v, интегрирование (1.51 ведем от Одо

Функция напряжений но втором приближении будет

/ I «о
,շ*ր։ ;՛-՛*•• 1

4 к- о
(- В*

(г 1»է (2֊ b)k (Z Ь)
(1.9)

Граничные условия будут
Ф- 0 на внешнем контуре круга и 

. Ь-и
(1.Ю)

J \ VZ дг
0,
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(III)

пл внутреннем контуре.
1Խ (1.10) име< •••

Г 1
Ся+1— /Ն. . 4- 2А, , 4- 2Л, +

к к

, 2А։2Л- 1 )/>**" ° I
■м.----------д»,.

где k 1. и Ву определяется по (17).
Тогда функция напряжений представляется гак:

JillL : £l° __ v?-*՜1 г՝-1*1 4-»**+ն — V ֊ձ\էրհ ք ..’*•։ ..֊*•- ։
4 ՜ 2. Ո-* ։ Ա Ч* ‘ ’ Հյ ռ--* : ’ ”

w դ A //>-» <« л հ:<* I»
- 2՜ո^-ր֊ 2* +։4-?*'')֊Տ ճէ .„֊ 2* (2*֊ 1) (?‘+I+?‘f')-Ւ

*=։ -I *

+ xmJ 1 <-'>* 1___-Ы£П
1(շ֊ծր (г-ծ)* (2֊fr)‘ (г-֊й)‘]|

Из (1.11) получаем систему трех уравнений относительно /Ա, 
решая которую, находим Я* (ввиду громоздкости выражений, система 
уравнений не приводится). Фмжиия напряжений п третьем приближе
нии будет иметь вид

ф= ;+Д)> + Sc^' (га>1+ 4-’<4') +

_։____-__<֊«)* Խ Г । _ (֊I)* ] I.

(г֊/>)‘ (г + й)‘ J' լ (.•-<■)* (г й)‘ |
(1.12)

Граничные условия будут

Ф = 0 на внешнем контуре круга (1.13) ♦
и

։ ՛. «
4- 2 Ль

А !

и-«
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ծ- а
С . -, / <><!> . <?Ф . \J <г + ^(.77Л4

Л + («

Л — ct
ք <>֊*)(?
J \

tl-i-in

. 7 \ Ոdz —dz <> 
dz /

(1.14)
на внутреннем контуре. 

Из (1.13) имеем

Գ = - 1 (в. ճձձ= 
!<■՝ V ՛՛ /г՛1 /V а>:' /

1 , 2АгЬ* 8A# 12/1# ЗА4Ь , 2ДД
/?Ч 5 к5 /?5 /?5 я՜- /?՝/

С«+1 ^7т[2Л/‘ + 2АК *2*1
1 к

AjT* '։)2k (2k - 1) -4- ----- 2k (2k- Խ (2k 2) 

4
2k (2k — 1) (2fc — 2) (2k - 3) -4-

1 հ~^-^-2k(2k \)(2k-2\(2k 3)(2/г-1)

где k 3, я B-k I определяется no (1.7).
T<n т<ч функция напряжений предстлвигся так

ci> zr-
v B.'k |-1 

֊/С
,ik i 1

4

°0 օձч. ֊Л;^ ֊'I: 1 . •
__ г...՛-" I՛ Ա

*-0 A

'>k ( 
— /г՜՜՛՜՝'՝ " ՜

•՚ 4 b- ‘ ՜11>:Т,Лж2Н2*-1)( 2fe-l

' + r‘-)-

2*(2*-^-^)(2*֊3)(^ г»1)֊

ճ ,ՃՀ. շ*(շ^-ււ---՜^ : > -ՕՍ1\
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-bv.,,1 —L_ _ f_J_______յ-Ж. 1
։“, I (?֊/>)* (֊’ ՚ ծ։4 I (г -1>)՝ (?+/>)* I

Из (1.14) пол;, чаем cur. հ шести уравнений относительно Дл,
решая которую, находим Д*.

§ 2. Крутящий момент и напряжения

Крутящий момент вычисляем по формуле

~ (л-2 4- у2) ( '՚Հ dx '' ' dy ) 4֊ ;хх |j.vy (xdx — ydy) (2.1)

согласно |3| в |4|.

Переходя в (2.1) к комплексным координатам z и г. имеем

П
А

-Н
О

В случае .многосвязно.*: области крутящий момент М^, предста
вится суммой контурных интегралов (2.2). вычисленных в направле
нии положительного обхода внешнего контура /.0 так. чтобы область 
оставалась слева, и т контурных интегралов, вычисленных но т 
внутренним контурам в противоположном направлении

(2.3)

Для рассматриваемого сечения (фиг. I) имеем

=
_ j ]ьт/?,։ и-а֊։

I 4 Г՜
*** 2^ х 

fe-0

(2/. ֊ П (2Л 4*3) |(2fc 4-1)2—4|

, 2а?Р«2/И , R2 (Rl — bl) b
к I b- Rb} R

01 ,6 + 2ftՆ 7 +
4a‘b (/?4 4֊ b՝} R- 8ծ

ւ/Հ՚֊/ր’)2 -
R 

arelg - -

a- 8 R , Mb 
— -arctg —--------------

2b- - b b ֊(/?։4֊ծ՛)

2 Извести ЛК. серии фил.-идт. нор., № 6

16aW?8 _ 8/?J /Q _ 3
(/?4-//‘)° r.b* V
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, 48/?։ , b За2 7?2(/Д + 5бО24֊ 67Л + 24йб
Э ;irclgJ-8F-------------------Жй-------------------

32^/r- (2/?յ 4- fr*) IV Ո см
(IV-ьу п

Для вычисления напряжений имеем известную формулу

Т„- iT, = 2ie‘4—, (2.5)
02

где Та - касательное напряжение, направленное но нормали п к про
извольной кривой, расположенно!! в области сечения. Т. касательное 
напряжение, направленное по касательной к указанной кривой, 
<Р— угол, составленный нормалью л с осью х.

Из (2.5) для напряжения 7\ имеем

ё" ™ +e~,f д4-\ 

OZ 02 /
(2.6)

Численный пример выполнен для ծ = 0,5 Я и а =0.1/?; 0,2/?; 
0,3/?; 0,375 К; 0,4 /?.

Результаты решения системы уравнений, получаемой^из (1.1!) и 
(1.14). для указанных соотношений размеров приведены в табл. 1.

На фиг. 4 показана эпюра напряжений для Ե = 0,5 2? и 
а = 0,375/?.

НагпТМ С4 0 1см- ЗЛ5кх«

Фиг. 4.



Коэффи
циенты

յլ-օյ 1չ_
Приближе

ние II

а=0,2 /?
Приближение

II Ill

О,ОСО!59 0,000706 0,000720

0,000015 0.000213 0.000218

/«,|f*tA’5) 0 0,000004 0,00000426

— 0

/1։1рт/?7| — —• 0

Л.ОЛЯ») — —. 0

Таблица I
д-О.ЗА» <?=0.375/? и -- О.4А’

Приближение Приближе
ние II

Приближение
II Ill II 1ч

0.001925 0.001932 0,003716 0,004966 0.005312

0,000815 0,000853 0,001527 0,001601 0,001653

0,000062 -9,000614 0.000160 —0.0С0250 —0.00028ft

— 0,000007 — а- 0.000014

— 0 — — 0

- 0 — 0

Кручение полукруглого стерж
ня 

с круглой полостью
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Наибольшие напряжения возникают на прямолинейной части кон
тура; в угловых точках, как и следовало ожидать, напряжения равны 
нулю.

Найденная функция напряжений точно удовлетворяет гранич
ному условию на внешнем контуре и приближенно, но достаточно 
точно, на внутреннем контуре, о чем свидетельствуют величины погреш
ностей А %, определяемых согласно |6|.

При точном решении задачи на внутреннем контуре сечения

Г„о. 
k ck Ժ-- /

отсюда

д = _ ч±__ ԺԼ Ji____ ^֊loo»՛
e ~дТ ճ

где

Փ, = - W + z) . а Փ, = ? (г) + 9 (г).
4

Значения погрешностей △% для наиболее характерных точек 
приведены в табл. 2.

Таблица 2

0,375/?
ծ-0.5/?

'Г о ч к и

z—b а z=5-j-w z = /■—а
2 . 

г-Ь-\-аа

1 приближение 0 6.7’/, 0 5.3 "4

II приближение 0 0,41 *.՛, 0 1.15 %

В табл. 3 приведены жесткость и напряжения Т™* для полу
круга с отверстием и аналогичные данные для полукруга без от- 
версгия.

Таблица 3

Приведенные расчеты для стержня полукруглого сечения с от

Сечение Жес+косп. по кру- 
гопой Ч.։С1К кон

тура

/■^х (ит/?) по ра
диальной части 

контура

HonvKpvi с -л перстнем 
а - 0.375/?: b 0,5/? 0,242 0,855 0,902

Полукруг [5] (по Сен-
-Beaaiiy) 0.296 0,719 0.S49

верстнем показывают (табл. 4), что для получения практически при-



Т о ч к и

а 0.1/?
Ь 0.5/?

а -0.2/?
5= 0,5/?

Гг Л
Приближение

1 1 "
______ П риближе11 не_____  

1_| II | III

а, 
ч 

а
1 

-a 
-a 

il
N 

յ 
,| 

Н
ч 

ч

0,714128 0,751650
0,213176 0.271112
0.085'.-‘56 0,168b 12
О,815656 0.846868

1

4.9
21.4
49
°

0,739392
0,326564
0,286900
0,834616

0.751650
0,459134
0,409722
0,849116

0,752292
0,426588
0,411802
0,848994

tf=0,375/? 
b «0.5/?

а-0,4 /?
/|=0,5 7?

Т очки Гж 7\
Приближение й, Приближение

I 1 и 1 1 II | III

z=R 0,791793 0.855604 7.5
I I

о.823036 0.865092 '0,871928
z֊b-\-a 0,651278 0.737684 11,9 о,7Н804 0,760230 0,769988
2=b—a 0.521194 0,715334 27 0,529716 0.739460 0,748242

?=0 0.775866 0,902996 14 0,740516 0,905938 0.903972



Таблица 4
л - о.з/г 
ь = о,5/г

31 Зз
էտ

Приближение
1 Ш

1,6
3,9

30
1,65

0,08
0,75
0.5
0,011

0,762200
0,523950
0.408472
0.808956

0.801042
0.609372
0,592076
0,876150

0.801298
0,610532
0,598754
0,877598

•1.9
14
31
7,8

0,031
0.18
1.1
0.19

& ?»

П
ри

 от
су

тс
т

ви
и о

тв
ер

ст
ия

 
Ts

 (по
 ав

то
ру

)

Н
о С

ен
-В

е
на

 ну
 [5] 

Т,

■1.9
6,5

28
18

1

0.19 
։,27 
Мб 
0,4-1

0,726760

0.848826

0 719

0,849

Кручение полукруглого стерж
ня с круглой полостью

to
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емлсмых результатов можно ограничиться выполнением второго при
ближения. В га ՜՛.՜. 4 приведена относительн о։ погрешность (fe 1)-го 
приближения относительно А-րօ приближения

ւօօ%.

KpL'ii.iHi Kiiil полип отческий инс:н:у• 
нм. К. Маркса

Кафедра сопротивлении материалов Поступила 29 V РЖ’

Լ Վ ։г|ф..мЛ...|

ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԱՆՑՔՈՎ. ԿԻՍԱՇՐՋԱՆԱՅԻՆ mb 
ՈԼՈՐՈՒՄԸ

Il IT Փ П Փ II I» 1Г

Հոդվածում դիտարկվ/и մ / շր>ւսնամւ անդր ունեցոդ կիսաշրջան/։ ոլոր
ման խնդիրը։ 1*նդո։նվս։ մ /, որ լարու 11սերի ֆունկցիան (Փ) ճշդրիւո րավա- 
ր։սր։։։մ Լ ոլորման դիֆ երենցիալ հավասս։րմանր (1.1) և կիսաշրջան/։ ար- 
տարին եդրադծի վրա — սլա լմանին, իսկ անցքին համտպաաաս/սանսդ 
դլան ալին մակևրևուլթի վրա շոշա իոդ լարո։ մեերի (Z.) 41,ուի հավասար լի
նելս։. սլա լմանը ր*"'/ա;ч<<րվում է րստ Սևն~*1,են։սնի սկդրո։նքի (1.2)։

Հոդվածում հաշված են Օրինակներ Ь — 0։5 ??, (I==0, I R‘, 0,'2R\ 0,3 R\ 
0,375 R'. 04 R գեարերի համար:

(•հրված հաշվարկներր gut լց են աալիս. սր կիրա^ւական արդլոճէքեեր
ստանա չու համար 
մոտավորս։ խլամր։

րավական կ ս ։սհմանմւիակվել խնդրի լուծման երկրորդ
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