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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Ж. Е Багдасарян

Устойчивость анизотропной цилиндрической оболочки 
и сверхзвуковом потоке газа

1. Рассмотрим круговую цилинлритч-куи» оболочку бесконсч 
длины, изготовленную ил ортотропного материала.

За координатную поверхность принимается срединная поверх­
ность оболочки. которая представляет* а координатами з. ? (а вдоль 
образующей, по дуге поперечного сечения) и радиусом кривизны 
R = const. Принимается, что материал оболочки подчиняется обоб­
щенному закону Гука и и каждой точке имеет три плоскости упру­
гой симметрии, главные направления которых совпадают с направ­
лениями ортогональных линий а', 3',

Пусть одна из плоскостей упругой симметрии материала парал­
лельна срединной поверхности оболочки, а остальные две составляют 
некоторый угол © г осями оз и օ'շ. Следовательно. система а'. 'Հ, հ по­
лучается из системы з. р, у путем пово­
рота вокруг общей оси ; на некоторый ՜՜՜՜՜հՀ՜հ՛՜՜'՛\
уг6л T "՜

Пусть, далее, оболочка обтекается Г У
сверхзвуковым потоком сжимаемого га- I ՜ *Հյ —՜՜
за с невозмущенной скоростью Շ7. ня- 
правденкой вдоль оси оз (фиг. 1). փ,։ր. լ

В отношении тонкой пологой обо­
лочки принимается гипотеза недеформируемых нормален.

В силу этой гипотезы из обобщенного закона Гука, отнесен­
ного к триортогональиой системе координат а, у, имеем [|.2|

Здесь

3. = ^։,ն 4 £„։. 4- 4- 7 (Я|։х։ /?։։х5 -}- /?յժ).

5 = + ^:։ra т Г 7 (#։г*; г f А'3<-).

4- 4 •- г (Дих։ 4 4 1ԼՀ.)_
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Ви, упругие коэффициенты материал}» оболочки в системе коорди­
нат (з. й, у). которые выражаются через упругие коэффициенты B'lk в 

системе (Հ, V. 7) известными формулами преобразования |1|:

ճ?ո = /?н cos1? — 2 (ZJj., -|- 2В^) sin5? cos2? 4- Z?^sin4?,

ZL. = sin’? 4֊ 2 (ՃՅ, I- 2/^.) siir? cos’© 4 B\. cos1?. (1.3)

£։i = #i‘2 • |/Հյ Դ &Հ֊ i 2ZQ]sin5?cos8?,

Be6 = + (S'n ֊I Հ>: ֊֊2 №\г I 2Я«)) sin2? cos2?,

где 

л; հ . ,
Հւ = ^=r3<’ ^=S^='Ap ^ = Gw

12 1

Побочные коэффициенты £Jy и B.:n, которые в системе коорди­
нат (а'. 3'. 7) равны нулю, здесь, в системе координат («, Я, 7), 
имеют вид

Вм= |Թ,.>sin2? — В'и cos2? ֊- (/Հ? 4- 2Я։%) cos2«?J sln2?,

(1-4)

#3*= 9 l^cos2? — />՝j, sin2?— (B. 4- 2/Հյcos2?]sin2?. 
■*

и — и (a, 3, (), v = ծ (a, f', /1. w — zv (2, 8, /) — соответственно танген­
циальные и нормальные перемещения точки (а. 3) срединной поверх­
ности оболочки.

Подставляя значения напряжений за, и -։i н обычные форму­

лы для внутренних сил и моментов, получим:

у - е <1'1 4- с 4. е (
дл 1 ։շ 4 ։Ч ժյ

dv \ . ц՛ Ժ։ ) շ,= Л '

... ии . dv / ди dv \ , w
/շ ՜ Դշ oa + ՜1՜ fa) Cz:~R ’

o Ou ( ov . / du dv \ , w
S ~ f111 da + 07 ՜! (?0Հ սՀ ) Հ՜ ֊$“ /Հ '

(1-5)

ГЛ гл որ» (>՚^■՝Հ = ֊Օ.. Հր- ֊А, ֊^ր ֊ 2Օ„

AL =
d2w

-D։fi ֊V) - ֊ս’. 
О^Л

/7= --79/J։t Ժյ- ֊DԼ)՚- օր
-оГ) յՋՋ_. 

o^O'i

(1.6)
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Здесь жесткости растяжения с։> и изгиба 7Հէ имею? вид:

Л3
(1.7)

где Л—толщина оболочки.
Эти усилия и моменты удовлетворяют следующим дифференци­

альным уравнениям движения оболочки:

Ժ7յ . ԺՏ , а2 и дТл &Տ , i/՝v 
й + ֊ժ/= - ■ ՜# + W •

aWi , п </֊н . 1 7
ау 'Ւ R ֊ '

(1.8)
u2w

?0‘

где р0- плотность .материала оболочки, z нормально приложенная 
внешняя нагрузка.

Подставляя значения внутренних сил и .моментов из (1.5)- (1.6) 
в уравнение движения (1.8). получим следующую систему дифферен­
циальных уравнений движения оболочки*:

(/'-И . , д-и ծ-и a"v
(>и aV + ~ ք՜ Ge №•' ' <Г*• ' 161! 1 ժւժՅ + с՝м ԺՅ=՜

, I / OW OW \ , <>~Ա
• R Հ1-' да )~!‘а։ Of- •

ծ-г՛ о> Ժ4» ժև՛ , ։ д-и , . , . о՝и ,
<2շԺ?ժ ■ “‘-’«^2 ’"Ч* ()շ3 ՜ (^з-Н-ев) *

diu 1 / dw , aw \ . аЧ՝ z, _к
Cj։a? r ՜յր՛ <’-9>

^дх1 փ4Օ’"ժ^ -(£Հ։ + 2£>։ւ,) да,^.( +4D։.^3p5+D2'.֊-^ +

да ди dv dv , w .. . d"-w ..
di + <2° Ժ) r c֊՜՝ <■՛:.- IV Հ ՛ t! at- ~ •

.Для оболочки, совершающей колебания в газе, выражение для 
поперечной нагрузки имеет вид |3,4|:

Z = — 2о0А« ֊Տ -Г Ар• (1.10)
(zi

Здесь 1 коэффициент затухания. ձ;> избыточное давление газа» ко­
торое согласно .поршневой теории- |5) имеет вид:

’ Заметим, что <нстемл 1.9| ннешие ничем ис о гл и чае гея от <оогветс7ву|оии.՝и 
системы урапнеинн движения диизот[х>нно11 • веортогрошюн) цилиндрическое обо­
лочки, материал котироГ! имеет одну или. кос-,i. упругой симметрии По'лому нс? 
последующие ре.чу. ь.г.чты могут быть применим к и ыя таких оболочг.֊.’.
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Ջ?_ „ <1լլւ\.
а \ Ժ/ дх ՛

(1.11)

где р давление чсвозмущенного потока газа. скорость звука 
для (««возмущенного газа, •/ показатель политропы.

Если частота собснкипых поперечных колебаний оболочки мала 
по сравнению с частотой собственных колебаний в своей поверхно­
сти, то таигснцнальными составляющими сил инерции можно прене­
бречь. В :>том случае, введя функцию Ф(а. 3, /). связанную с и. -v.iv 
соотношениями ]2|

1 О / 0s (Г՝ о- \ Ձ
и = г. i { <4 ֊Л'- —, ..--է -—֊ )Փ(տ. ?. /).А* Ох \ - Խ Ох- ՝ 0x0^)

1 О
՜ R <т?

дг , 0՝ о д~
ճշՉ՜^ Հ ժս ! Ճ</ձօ 0x01

1
Պո>՜ Ժճ’

(1.12)

I
d* ժ* օ4

•Г 0* I
՜5՜2^’՜^^ Հ Պ-՜ժ^ փ

и учитывая (1.11). приведем систему (1.9) к одному разрешающему 
уравнению |2|

/}* ri * О'* (дե Ж + 2 (О’= Ւ + Ws" > +

D °'
■■■ ՀՏ'

Ժ* _ д' , о д* 
рп Ж‘ -а'а дх^ ' (<7<1и ԺյչԺՅ-

л 0*

Հ?« +

մ ./ Շ՚7Մ |</;։ \հ'՝ ՝Խ1'; ՜ և

֊հ ժ'
‘“ժյժ;?՜ 1 <l-

օ'
ԺՅ-’ Ф(а. 3, 0 = 0. (1.13)

где

а

Կ։<?ք6 ’'

^K^ee ^-дп-гь

а..„
'•2261М £Հ,

£'ee—

(էՈՃ
շշ
e ° < es-

_  с ոԳս — —----- ------(շշք ։օ е՝12г-\м

r<»$2
(1.14)
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. |U‘uf tin ՜(i’.jH'- 'j/ Ku ^j(i) ՚ (G'.Ao Gu^)'I • 
‘«6

2. Решение уравнения (1.131 ищем в виде

J («f-Ь ճ-? I
* = <V . (2.1)

Здесь Фо некоторая кол ллексная постоянная, ш частота колебаний, 

к— 7 волнояи- число. г глина полуволны Н iuiiipan.ii ii!i։i образую-

щих, и целое ЧИСЛИ UO.Hl ио окружности оболочки.
Подстановка (2.1) и (1.13) приводит к характеристическом} урав­

нению, которо» ныишем следующим образом:

«с _ (շ£ у) —(Հ «) + ikU^ - 0. (2.2)

где
Տ?(է.«) = ֊-իո*1 -40,^" ■>yD^2L>M)k^ ֊:W„k^ I-

+ո ճ և _______________________________________________՜
1 ’ M A3 " է Г О Հ* I Ո М3 .

(11Ն՚՛՝ ՚ -:71П''- р ՜ (‘*6$ р" ՜Ь-^ՇՅ 1ՀՅ •

(2.3) 

—квадрат частоты собственных поперечных колебаний оболочки в 
вакууме, ճ

1 Р<Ла*

.'I 1я тюбы к заданных значений Հ* и п из уравнения (2.2) можно 
найти частоту <՛., Нели сс мнимая часть положительна, то иенозм} - 
щепное движение устойчиво по отношению к малым возмущениям. 
Наличие частот с отрицательной мнимой частью означает неустойчи­
вость. Условия того, чтобы уравнение (2.2) с комплексными коэ(|)(|)и- 
циентамн ,н имело корней с отрицательными мнимыми частями, мо­
гут быть присгавлены в форме, аналогичной хорошо известным 
условиям Рауса-Гурвица [3. 4. 6|. Поступая аналогичным образом, 
кик в работах [3. 4|. из .тих условий для критически։*, скорости по­
лучим формулу

e«r.= v( ।-I(илу 
\ 1 '

<2
Здесь ( ֊ **’ фазовая скорость распространения упругих волн в 

՛ А
•оболочке:
./л I О1։т։ 4 Ю107л:|л-г2( -- 2А.) 4՜ ,

^fiR- m-
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Հ л։։отЧ-4֊ (ам 2ап) т”п? | 2а2Лтпл փ икп' 

где
т = kR.

Второй член в скобках формулы (2.4) учитывает влияние кон­
струкционного демпфирования.

Из (1.3). (1.4). (1.7) и (1.14) следует, что величины /Հ... и ռ Է 
висят от ориентации главных натравлений упругости материала обо­
лочки. в силу чего из (2.4) и (2.5) легко заметить, что критическая 
скорость существенным образом зависит от ориентации главных 
направлений упругости.

Отметим, что критическая скорость, а также и величины Dit и 
а.ь являются периодическими функциями угла у с периодом

Наибольший интерес представляют те значения аргументов т и 
л, вблизи которых критическая скорость принимает минимальное .ка­
чение.

Если имеет место симметричная форма потери устойчивости, го 
// = 0 и критическая скорость принимает минимальное значенщ при

\ R
т = (2.6)

Для самой скорости получим формулу

(2.7)

Если устойчивость теряется по несимметричной форме, то. учи­
тывая. что ft2 мало но сравнению с т2 (как это видно из решения 
задачи для изотропной оболочки и подтверждается нашими нычисле-

. п? /)1к п- altt , „
ниями). членами порядка ՝ լ) ՝ /։,г — будем пренебрегать. В 

этом случае критическая скорость принимает минимальное значение 
вблизи т и п, удовлетворяющих уравнению

(ZJj.w •- 2Dte«) խո/ո* 4 2«-jemn)։ - R2(aum 4- я։<«) = 0. (2?s)

// = 1, 2. З.---.

1,ля критической скорости получим приближенную формулу

—U=l/ /<X-4-4D.ew/zH- —=֊А’՜

V а"т Հ:-տո
Рассматривая формулы (2.G) (2.9). легко ш.мстить, что • 

мальныс значения критической скорости, л также л величин:.։ т 
(следовательно, и длины полуволны в направлениях образующих) 
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нисяг от ориентации главных направлений упругости материала обо­
лочки.

3. Для иллюстрации приводим некоторые числовые примеры, при­
нимая Л — 0,01 R. п = 0.

Рассматриваются четыре случая комбинаций упругих постоянных:

Случаи *

1 £ 2£ 0.5/: 0.165 0,23
II 2Z: F. 0,5£ 0,23 0.165
III 10£ Е 0,5/: 0.349 0.0349
IV Z: 10/: 0.5/: 0.0349 0.319

При этих исходных данных 
(фиг. 2) зависимости критической

ниже приведены таблица и график 
скорости от угла

Фиг. 2.

?
1 Л'-м иф

1 11 111 IV

0 1.151 1.151 13,506 13.506
15 1.136 1.144 13.141 11,496
30 1.100 1 .114 12,261 10,545
•15 1,094 1.094 11.185 11.185
60 1.114 1.100 10.545 12.261
75 1.144 1,136 П.496 13.141
90 1,151 1.151 13.506 13.506

Из рассмотренных примеров можно сделать следующие выводы: 
а) максимальные значения критической скорости получаются при

(£ = 0. 1. 2,-••). т. е. когда главные направления упругости

материала оболочки совпадают с направлением потока газа:
б) минимальные значения критической скорости при F.\ <у /у, д<>- 

стигаются вблизи углов Հ’- и —р(ծ I 1)г



10 Ж Г Багдасарян

(А' - О, Լ а при /Հ -вблизи Ак + -֊-֊< «։ <А~ ֊-£- и 

Л" '!,՜ (А =0, 1, 2....).

Отметим, что если Е. Е'.,, то при увеличении Е\ угол ?։ при­

ближается к правому пределу, а ?..— к левому пределу. Если же 
Е\ ЕՀ то с уменьшением Е\ угол Г1 приближается к левому пре­

делу, а ?ձ к правому пределу.

11нс х и ту ։ математики и механики
АН АрмянскоЬ ССР Поступила 17 VII 1962

«Ь. I», i«inqiputitiiiMutfi

ԱՆհՋՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅհՆ ШДГЬРЬ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ 
ՋԱՅՆՒՑ 1ՌԾ ԱՐԱԳՈՒԹՅՈՒՆ ՈՒՆեՑՈՂ- ԳԱԶԻ ՃՈՍԱՆքՒ ՄեՋ

Ա 1Г «I» П «Ի Ո Ь Մ

Հոդված ո> մ դիտարկված Լ 'Ч'Е"{"‘EI'H ,'ք">6 դրսնէՈքին
թտզանթft կարսնա թ րսն խնդիրը ձախիդ մեծ արագություն էսնեըոդ դադի 
՝<ոււսւն.րսվ չրջրոււվե[իււ. երը նրսթի աոաձդականսւթ ptfit գլխավոր ուգգու- 
)! րս. ններիէք ոչ էքեկր չի Համընկնում հոոանրի ուդդոէթրոն Հետ: Нинн մնասիր֊ 
ված է "1'1’1 "ուրուդ նյութի тпшձդ ակտնttւ ի'րսն գլխավոր tnn անգրնե րի տար­
րեր (՛ի '"4'1է'.'/'" թ {"* ,41 կրիտիկական ntրու у ու ի/ ըւՀււ ւ1ըա: Ցուււք կ սւրր~
ւիւ/Л, թե նրանը ի^Հ՚՚/ի՚՚ի որի են tn tn t/ի ու ւի էքեորրոէմ կրի ու իկո/կոէն ւոր>ոոու- 
թրււնր կ/ի՚եի ամենամեծր հ Հւոկւոուոկր:

Դիաարկէիոծ ե'հ էքի րտնի կո՚ոկրեա իՀնէքիրներ! 4աոէէէ ըված //Л գրաֆիկ­
ներ ե կազմված են աաոկներ:
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