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A. 111. Асатурян, П. М, Кнчаев

Изгибные колебания стержней при нелинейном 
г г законе упругости

В в е д е и и е

Имеется обширная литература, посвященная колебаниям стерж
ней переменного поперечного сечения при линейном законе дефор- 
֊мадии [1], (2,. |3|, |4|.

Существус! ряд задач, имеющих большое практическое значе
ние, при рассмотрении которых необходимо обращаться к нелиней
ной теории изгибных колебаний. Так, например, колебания турбинных 
лопаток происходят к поле высоких температур, где, как показывает 
опыт, не выполняется линейный закон деформации Гука и появляются 
пластические деформации.

В нелинейной технической теории упругости, в частности, для 
изгиба призматических стержней предполагают, что связь между на
пряжением и волокне <г и относительным удлинением волокна $х оп
ределена из экспериментов на растяжение-сжатие. Эта фундаменталь
ная связь определяется обобщенным нелинейным законом деформации 
в виде |5|:

Հ,. = £(1 — (0.1)«

1д. = -^(1+<т=Щ,. (0.2)

Здесь Е—модуль упругости: ц —постоянная, имеющая размерность 
см';кг՝, определяется из соотношенияI
где <7—модуль сдвига в кг е.\<\

7—интенсивность касательных напряжений.
Для модуля интенсивности касательных напряжений ? предла

гается нами следующее эмпирическое соотношениеК T=(t֊>> (0.-1)
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где — - коэффициент Пуассона,

— безразмерный модуль сдвига.
Соотношения (0.1), (0.2) и (0.4) характеризуют не только не

линейный закон упругости, но, по-видимому, служа։՛ выражением 
пластических деформаций в зоне упрочнения при высоких температу
рах порядка 500 7OQ C.

Заметим, что из условия совместности деформаций Сен-Венаиа 
и нелинейной теории изгиба призматических стержней [5] следует 
пропорциональность между относительным удлинением и кривизной 
упругой линии в следующем виде

֊ dx- (0.5)

§ 1. Нелинейные изгибные колебания стержней переменного 
поперечного сечения в поле центробежных сил

Изгибные колебания стержней при нелинейном законе упругости
с постоянным поперечным сечением и шарнирно закрепленными кон
цами рассмотрены в работе (5].

В данной работе приводится исследование свободных нелиней
ных нзгибных колебаний призматических стеракней переменного по
перечного сечения в поле центробежных сил. При этом учитывается 
влияние одновременного изменения жесткости и погонной массы на
частоту собственных колебаний стержня. Так как существенная 38-
кр\ченность турбинных 
их колебаний |4|, то

лопаток мало влияет на основную частоту 
при расчете нелинейных колебаний лопатки 
имитируем как незакрученные призматические 
консольные балки переменного сечения.

Итак, рассмотрим в декартовой системе 
координат призматический стержень произ
вольного поперечного сечения длиной /. 
Пусть для недеформированноги стержня его 
ось совпадает с осью л, а плоскость сече
ния—с плоскостью yz (фиг. 1).

Для исследования нелинейного колеба
ния упругой системы воспользуемся вариа
ционным принципом Гам ил ьтона- Остро град
ского. По принципу Гамильтона-Осгроград- 
ского для не консервативной системы сил 
при изохронной вариации имеем соотно
шение

Fv - dt\ ՀՒ\ = 0,
II

(1.1)

где А—функция Лагранжа, определяемая уравнением
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Լ = Л^А2—Т. (1-2)
Здесь полная работа упругих сил,

А,—работа центробежных сил,
Г—кинетйческая энергия системы.

Составим функцию Лагранжа. Для этого сначала вычислим ра 
боту внутренних сил упругой системы. Элементарная работа будет

| я-МО
Подставляя сюда значения аг и гж из соотношений (0.2) и (0.5), 

получим

,/^.ЗД Ը / I , \ Е ас,-/ \՝ / о2/, \-)- y( 1 - т)■< շ 1 - ֊շ֊(уd՛) (-՝՛■

Интегрируя по площади /' поперечного сечения, найдем paoojy на 
единицу длины стержня

Вводя в рассмотрение моменты инерции сечения

Հ j у- dy dz, J.յ = j || у ’ dy dz.

из предыдущего соотношения работу деформации для всего стержня 
получим в виде

1
j dx dx= շ՜յ յ՝ 

գ о
К элементу стержня приложена центробежная сила, имеющая 

вдоль оси л՜ проекцию /•••АЛ'. Проекциями центробежных сил вдоль 
других осей вследствие малости их пренебрегаем. Работа центробеж
ной силы определяется формулой

I
?12= | dx.

о
где

ձ=-շ-յ(ՏԽ: r=r^-x’ 

и
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Р — плотность материала: <п—угловая скорость:
. п а i и у.е вращения закрепленного конца стержня. Следовательно, 

работа центробежной силы стержня будет равна

dx (1.4)
о

Кинетическую энергию стержня определим путем интегрирова
ния живой силы отдельных элементов его. Исли пренебрежем инер
цией вращения элементов стержня, то найдем |1|

r=4-p(Wdx՛ (և5)
и

Подставляя (1.3). (1.4), (1.5) в уравнение (1.2), а соотношение 
(1.2) в формулу (1.1), получим:

(16)

Для упрощения вычислений, введем следующие обозначения:

^,= ֊й -=Ph r — rt .Հ=րՀւ+ճ֊;); (1.7) 

(К8)

где индекс 0 показывает, что все величины вычислены в корневом 
сечении, п /—нп конце стержня: т безразмерное впемя; ;—безраз
мерная координата: р—частота колебания стержня; Л—безразмерный 
параметр, подлежащий определению; //- число длин волн шерохо
ватости поверхности изделия.
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Величина ՝> характеризует амплитуду колебания шероховатости 
и неровности поверхности изделия стержня, учитывающую техноло
гический фактор изготовления, иакип на поверхности лопатки и дру
гие отклонения от средней плотности о0, т. е. безразмерную ампли
туду колебания распределения масс около среднего значения плот
ности вдоль длины стержня. Величины * и п определяются статисти
ческими методами по наблюдениям. Так как

(fy _ д-ղ _ ժշլ յլ_. Ժշ; _ Ժ2հ ևչ . Ժլ _ Ժր։ .
дх ՜ Ժ5 dx а- / ՚ ժ.ժ ՜ !- ’ дТ~ 'tePt (l

ւօ на основании (1.7). (1:8) и (1.9) уравнение (1.6) примет вид 
2г. Հ- 

и о

4֊ ^гг(;)ср(-) '?։(-) (МО)

где для сокращения записи приняты следующие обозначения:

3: = AL ; , _ _ ՃՀՃ ; т — . (Ill)
р„Л„ /4 յ»1' ‘՜ I

Из (1.10) следует, что уравнение Эйлера-Лагранжа для вариацион
ной задачи Sfj является нелинейным уравнением четвертого порядка с 
переменными коэффициентами. Поэтому вариационную задачу будем 
решать прибл и женно.

Функцию պ(։»հ) будем искать в виде произведения двух функ
ций, одна из которых зависит только от Լ а вторая только օր՜, т. е.

т.(Н) = /?(;)?('). (1.12)
Так как мы рассматриваем стержень как консольную балку, то 

граничные условия будут:

«|=-о = О; -0; = 0; հ* -О. (1.13)
Ս' и' Ս' --k

Этим условиям удовлетворяет функция Н. Л. Крылова |G). 

где

$(*>_ 
7(.т) V(:) (1.И)

5(5) = 4"(cb՝+ cos’)՛’ 
Л*

7 (0 - 4 (Sh; 4֊ sine):

и ֊у (с1к —COS;);

V’(;)= (chS — sin;).
(1.15)



32 А. Ш. Асзтурян, 11 М. Кичаев

а безразмерные числа /г—корни трансцендентного уравнения

ch k • cos k ֊ք֊ 1 = 0. (1.16)

Приведем значения нескольких корней уравнения (1.16). вычислен
ных Рэйлем |1] и А. Н. Крыловым [2|

Հ = 1,875; Л2 = 4,694. Л3 = 7,855.

Подставляя функцию (1.12) в формулу (1.10), получим

Тогда для Л։ получим следующий интеграл

По 
системы 
лучим

принципу Гамильтона-Острогрвдского для неконсервативной 
сил при изохронной вариации из формул (1.1) и (1.18) по-

о/, <h - 0,

где
о

/. = 1№/ 'Հ-л’К'-Ь.
հ' 4-6

Отсюда, для действительного движения вариационное уравнение 
Эйлера-Лагранжа запишется в виде:
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Если положить, что

1,= уМ։, (1.19)

то из предыдущего соотношения будем иметь

~£Г -Е Р\ Կ г հ 4֊ Мл) = О- (I 20)

Соотношение (1.20) описывает свободные колебания системы с 
нелинейной восстанавливающей силой.

Интегрируя уравнение (1.20) от начального положения Q до </, 
где Q—наибольшая амплитуда колебания системы, получим

4֊ (41)=ր՝ [(ч++dq- <•21 >
<1

Отсюда, после несложных преобразований, получим следующее 
|фференциальное уравнение в безразмерных переменных

(•^•)2 = /’if-?s)(1 +4+-1շ- + ^+։)՛ (1-22)

где б =1—безразмерная амплитуда.

Разделяя переменные в уравнении (1.22) и интегрируя по >/ в 
пределах от нуля до б, получим эллиптический интеграл в виде

(1.23)

Для удобства пользования таблицами эллиптических интегралов 
представим интеграл (1.23) в тригонометрической форме. Для этого 
положим

К ? —SlnO; z— շ.(. J.։QS <• '•

где у —модуль эллиптического интеграла и '^<0.
Следовательно, уравнение (1.23) принимает вид

_=_ _]/2՜ _____
A И 1՜ z-s^

(1-24)

(1.25)

3 И»МСТН8 АН, серим фнз.-м։т. наук, № 5 
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'Гак как период колебании должен иметь значение -Q-, то при/.։<0 

из формулы (1.25) следует соотношение

4 V 2/<(z) 
AV֊

где

dh
J P 1 — xssln*0 
о

полный эллиптический интеграл первого рода. Отсюда следует, что

2l'2K(z)
г. /2 ր- 2«>? -Ւ X֊Q?

Или, переходя к размерным величинам по формулам (1.19). для чи
стоты колебания будем иметь

< 6 Kt>s4/> = 11.26}

где

113 соотношения (1.26) видно, что частота колебания зависит от 
амплитуды. С увеличением амплитуды частота колебания уменьшает
ся вследствие увеличения функции А'(՜/) и уменьшения подкорен
ного выражении.

§ 2. Вывод расчетной формулы
Эллиптический интеграл (1.25) есть функция верхнего предел?. 

Q. Обратная функция от - называется эллиптической функцией Якоби 
и определяется формулой

| = SOT.

Подставляя сюда значение безразмерной амплитуды ф будем иметь

<7 = Qsn-:, (2.1)

Па основании (2.1), соотношений (1.12) и (1.14), уравнение уп
ругой линии при нелинейном колебании примет вид:

Պ (5, *) = Q | и (Е) - ИВ | տոտ (2 2)

где попрежнему
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kx
Г Pi.

В формулах (1.26) и (2.2) амплитуда колебания заранее нам не 
известна, но ее можно определить из условия максимального изги
бающего момента и допускаемого пли расчетного напряжения при 
нзп'.бё. Максимальный изгибающий момент можно определить, с одной 
стороны из, формулы

шах Л! = ՚ Ւ.յ1 ОХ" (2.3)
ma։

ДРУГОЙ стороны, легко показать/что наибольший изгибающий мо- 
мент возникает в корневом сечении стержня и определяется усло
вием

max .И = =<• U"„. (2.4)
где 1^—момент сопротивления корневого сечения стержня.

Вычислим теперь максимальное значение изгибающего момента. 
Из разложения эллиптической функции Якоби 17) следует, что

Отсюда
чп sin - (1 - 4ր ՜Ղ՝օտ-հ). (2-5)

!տո т |sin ֊
Так как

. k- (1-8
֊ր֊ձ- = Q ,:2 ՏՈ”, 
дх- I- d-S (2.6)

то из формулы (1.14) и (2 2) следует, что
dzR_ 
dr

<ՐՍ S(k) d-\/ 
dr T(k) dr

По определению функции А. Н. Крылова и из соотношения 
следует, что

(1.15)

dr
-S(A')| —- —~ •

(,|S® Т(л)

Отсюда 
Поэтому

видно, что правая часть имеет максимум при € = 0.

_Ժ=Հ> 
d? ֊ 1.

тая
(2.7)

Следовательно, комбинируя (2.5). (2.6) и (2.7) с соотношением (2.3), 
найдем

_ Z:JQ*= 
'’On ах — շշ ՚

Решая совместно уравнения (2.4) и (2.8). получим
О- 1^ճ’ к֊

(2.8)

(2.9)
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Таково значение амплитуды в зависимости от допускаемого или 
расчетного напряжения. Вычисляя коэффициент ֊^֊ 1>2Q՜ по условию 

(2.9). получим:
' °֊ гх _ 1 /. V ■/
6 4 27՜ Հ G Հ GJ0 ) "

где 7<0. Подставляя это соотношение и значения я. ц, из (1.11) в 
уравнение (1.26), найдем расчетные формулы для определения ча
стоты при свободном колебании стержня

(1.17), знамени:Величины ծ3, «). b определяются из выражения 
корня k берутся из уравнения (1.16).

§ 3. Сравнение величин собственных частот колебаний 
стержней ври линейной и нелинейной теориях деформации

Величина собственных частот колебания стержней сильно завн* 
сит от температуры окружающей их среды. Как известно, изменение 
величины собственных колебаний от темпера туры определяется изме
нением упругих постоянных.

11а фиг. 2 приведены графики упругих постоянных и коэффи
циента интенсивности касательных напряжений для стали в зависи
мости от температуры. л

Частота собственных колебаний стержней трапецеидального и 
прямоугольного сечений (фиг. 3) подсчитана по формуле (2.10), в' 
которую, помимо упругих постоянных и других известных величин 
(.момент инерции, площадь и г. д.), входят величины Ь. Ь„, 0, значе
ния которых, для указанных сечений стержней приведены в таблице.

Для других поперечных сечений стержней значения ծ2< $ 
легко определяются интегралами от функции Л. И. Крылова |6j. ко
торые должны быть умножены на соответствующие постоянные, оп
ределяемые формулами (1.8).

Интегралы от функции А. 11. Крылова были вычислены числен
но методом Гаусса |8|. Ниже приводим значения указанных выше 
интегралов я пределах от нуля до к = 1.875 

к к
f(R (5)1?di = 0.46870; l7 \՝ di = 0,27693:
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» *

М/?(:>|=<£ = 0.70873; \՝(~իէ՜}' Л’ = 0,06413;
о о

Таблица
Значении hhtcj ралог для стержнем

гг 
։։ Н Ի Р- է 

мм

-------------------------------------П

с Ո

1 Ш7 Q.S50 0 3955 too 0.21659 (.78662 0 6? 651 7 4(79?

2 ОЙ? а «о 0.WS5 .50 Ո 2IKS9 1.78662 о. b?tsi 4.14АЛБ

։ 0.0W 0.020 о.ооос 50 0.46870 1.00000 0.53084 2. 424էՅ

1 0960 Օ.ՕՈԾ 0.0000 too 0.46870 1.00000 0.5308^ 4.0(242

На фиг. 4 приведены графики собственных частот колебаний 
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стержней трапецеидального и прямоугольного сечений, из которых 
видно, что частота собственных колебании стержней уменьшаете? հ 
увеличением температуры пример;;՛՜՛ на 20 и белее процентов.

При нелинейном законе деформации стержней частота их соб
ственных колебании уменьшается по сравнению с линейной деформа 

Фиг. 4.
Iр-г։еце1։д.։лы!ое сечение 

стержня,
•При ։■• оу гол յ. и ое сечение 

стержня.

иней примерно на 6—12%. Влияние нели
нейности на уменьшение собственной ча- 
с готы колебаний стержней тем больше, 
чем меньше центробежные силы. Центров 
бежные силы, как например, в лопатках 
турбин, увеличивают их жесткость н силь
но повышают частоту собственных колена.’ 
ний лона пж, что видно из кривых (фиг. 4).

Отметим, что приведенное нами ре
шение. полученное для стержня с заде
ланным концом, можно распространить и 
на более сложный случай, как например, 
на лопатки турбин.

Приведенное решение дает возмож
ность учесть влияние на частоту собствен
ных колебаний различных технологиче
ских факторов изготовления стержней (ло
паток турбин), как например, влияние из
менения момента инерции в зависимости 
от неточности размеров их толщины.

Зап* рожскил .м;ннилос։ро»1тельиын niicinjyi 
нм. В. Я. Чубзря Поступила 16 IV 1962

Ծ». Շ. Пиниям rittifi, Պ. U’ Կիչաև

ՋՈԴ_եՐՒ ԹՂ. ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐՆ ԱՌԱՋԳԱԿԱՆՈՒ^ՅԱՆ ՈՋ 
ԳԾԱՅՒՆ ՕՐԵՆՔՒ ԴեՊՔՈհՍ

Ա 1Г «I» П «I» (I 1’ 1Г

Լող կ ածու il հետաղս ավամ են փոփոխական у tn քնական ‘էասէվածՀէՈէ! ւղչվ՚4~ 

մ արս ձև ձողերի ւսղտտ, ոչ ղծսւչին շեղ տա tn տն nt մներ ր կեն ար ոնա խա լս 
ուժերի ղաշտու մ: Աոաջին մոտարկման մեջ արհամարհում ենյ> տուրրինաէին 
թիակների ոչո րված ntթ չուն ր որովհետև //»հՆ քիք_ Լ աղդամ տատանման 
հիմնական հոէճուխտկանութ չան վրա։ Ոչ ղծտքին ւոաւոանուՀմնե րի հաշվարկման 
մամ տնակ թիակներ/! իմիւււացվում են որպեո փոփոխական ՚>ատված ,չ>ի չո
լորված կոնսո/ա չին հևծաննե ր:

Դե (ի որմ tut] իա չի ոչ ղծ ու լին որենրի ղեպքամ {^^(ի լարման ե £է '>ա- 
րարերական ևրկարաէքմսէն միջև եղած կաոյր որոշվում Է ձղման ու սեղման 
խրսպևրիմենտներիցէ Ա>լդ հիմնական կա ալը որոշվում է դեէիորմ ացիալի ('նղ-' 
հուն ր ու ւրիոծ ոչ ղծ ա չին հետե լա ք ւոևէւրի օրենքով
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ад = £ (1-а^) зл-,

£а == 7? (լ ՜ 3”
որսւհւլ £'ն աւէւսձդականտթ լան մ ող ալն I;, (Լ~ն մի փոփոխական կ, որր 
որոշ/իււմ Է

2 £T—---— — —
27 GJ

>արարերակցու [J լան իր:
(1-ն սահքի մոդուլս կ կդ;սմ“֊ով, ~ն շոշափող յարու մնևրի ինւոենսի- 

փււթրււնն կէ
Աոաձղական սիստեմի ոչ ղծալին տատանման հևասւդոսւա (Jլան համար 

կիոարւխսէ է Համ ի/ սէոն-Օոտրաղրադսկո < վ տ րիա րի"ն սկղրու-նքր. յր£>յ»Հ>»»»/ Լ 
սէոաճգպփսն դծի հավասարում ր է տրվում I; հաճախական ութ լունների բաշխ֊ 
ման Արենքբ հետև լալ տեսքով'

/^ = Փ(<". Q)
որւոևղ ս՚,֊5/ անկր/ւնալին արաղու fjլանն է, Q-ն սկզբնական ամսլլիաուդն
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