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МАТЕМАТИКА

Г. Л. Луни

О сверхсходимости некоторых рядов

Статья посвящена обобщению на ряды Тейлора-Дирихле 

և ^anzmne~tnZ (I)
л«^1

и ряды Дирихле, с комплексными показателями известных теорем 
Островского о пропусках (см. |1), [2]).

§ I. О сходимости ряда Тейлора-Дирихле

Ниже, в §§ 2, 3. 4 всюду предполагается, что Հ.։ > 0, /.„joe, 
тп — действительные неотрицательные числа (если тп нецелые, то 
ряд (1) рассматривается на логарифмической римановой поверхности 
или на плоскости с соответствующим разрезом) и

հա-— = 0. • (1.1)
ո-*--

Автором было доказано (см. (5|), что в этих предположениях 
ряд (1) сходится абсолютно в областях ;г|.՜՛- 1. |z| </'''՝ Հ'' и |z <1, 
i’| < ё <А 1 и расходится в областях |г | > 1, |z| > ёЛх ՜*1 и г|<1. 
|*| >Հս Ղ где

k — lim — 1 = lim — ՝ Ps = Um —
’’-՜" ^֊i7 д..«. mn n—<» mn

Если lim -'"- = аэ, то ряд сходится абсолютно в полуплоскости x>k 
nift

и расходится в полуплоскости x<k. Если lim —— ֊ 0, a k оо, 
т п

го ряд сходится абсолютно п круге Ախ՜. 1 и расходится вне этого 
круга*.

/*/>
* Если Пт---- 0. а к ՛ х. то из равенства

л-- րո,է

< помощью замены
z
г

приходим к выводу, что если существует такое г- 0, что



12 Г. J1. Луни

Было также доказано, что если выполнено условие (11). то откры­
тая область сходимости ряда совпадает с открытой областью абсо­
лютной сходимости (то есть, что ряд расходится во всех точках, 
внешних по отношению к области абсолютной сходимости).

Рассмотрим теперь множество предельных точек последова­
тельности — ) и определим для каждого конечного & М число 

I Шп )
___1п|ая |

/է(հ — 1հոծ({Հ а), где Л (о, а) = lim а — Поспеловагель-
/' •- f'n;>

иость всех натуральных чисел, для которых '41? а, Г'+ «). Пред- 
пр

положив, что величина /;(?• *) ограничена сверху, докажем, что, если 
можество А! ограничено, ряд (1) сходится абсолютно на множестве 
(1, точки которого при любом ՛> ՜ М удовлетворяют неравенству

|г|<е’1ж“вд| (1.2)
и расходится в точках, внешних по отношению к этому множеству 
(условие (1.1) предполагается выполненным). Можно при том вместо 
множества М взять наименьший отрезок, на котором расположено 
это множество, и для точек ? этого отрезка, не принадлежащих мно­
жеству .И, считать, что /<?(?) =— оо.

Действительно, предположим, что в какой-либо точке , г > 
>е?!‘ Հ" ՚! при некотором р-ЛГ; тогда, в силу ограниченности вели­
чины л*—А(р, շ) и определения k ('■>}, существует такое £>0, 
что

շ | > е{‘е ’ 01 Հ֊ Н?.

но отсюда следует расходимость ряда
ОО
2 чг e где р—

Պ- так как очевидно, что

Ч

---- пир + « >- lim —• ՚Հ — в . lim
,7.֊;

Тем более, ввиду того, что выполнено условие (1.1). расходится 
ряд (1).

Если же в некоторой точке ' г < <?:(ր՜Հւր;! при всех р՜' И. а мно-

г-— / In |ая| . քոոԽր \ k = hm ( —т—L -I------- :------) =» oc,
ff՝n f'՝H /

то ряд сходится абсолютно в круге г | г и расходится вис этого круга; если 
k -оа при любом г՛ 0. то ряд сходится абсолютно во леей плоскости, если же 

„ри всяком г 0, то ряд расходится ио всей плоскости (кроме, быть может, 
точки с=0).
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жество .И лежит на отрезке |ս, ծյ, то, выбрав сколь угодно малое 
։>0, разобьем отрезок |д — о, b ' о|. где * —какое-либо положи­
тельное число.
* տք ₽/ - ՜ք'

на отрезки длины г. На каждом

(/=1. 2,..., /V) найдется

из этих отрезков 

по крайней мерс

одна точка;.— р*. в которой /г(р’) =/ц р.. -Է )■ В самом деле: обо­

значим А’ А (/И,-) и разобьем отрезок .И, на два равных по

длине отрезка И?" и .И?', тогда по крайней мере для одного из 
этих отрезков А (Л|,'м) — Л? (47Հ) (? = 1, 2). Продолжая рассуждения, 
мы придем к заключению, что существует такая точка , 
что, каков бы ни был отрезок / Л7,. ..ля которого эта точка — вну­
тренняя. k (!) -- k (.И,-); но отсюда k (,Հ) - k (Л/,). Таким образом, в

4V ֊ *( f, 4)1
данной точке z имеем г <е и, следовательно, если®
достаточно мало, то для всех i (i — I, 2..... Л՛') ввиду ограниченности
\Х — /<!(?. л) , также

* ֊‘-Հ 41] Ա+՜ր)|՝ *(?.-. о)|
НО . |z|<e . (1.3)

Если — последовательность всех натуральных чисел.

'Հ>
рых------- .И,, то нижний предел последовательности

Պ'

для кото-

"Ч'՛
не

меньше, чем р,— • а верхний не больше, чем : ՛• Таким об­

разом, из неравенств 113) следует, в соответствии с доказанным в 
|5|, абсолютная сходимость ряда 

, е ՈՐ
— рЛ ] 1

при любом /(/=1, 2,..., .V), а, следовательно, и абсолютная сходи­
мость ряда (1). Нетрудно также видеть, что во всякой конечной об­
ласти, принадлежащей множеству (Լ определенному неравенством 
(1.2), ряд (1) сходится равномерно.

В случае, если lim Հ՚'_ ֊ ос, возьмем любое г>() и положим kr— 
п--” тп

___ 1п | ап ՛ ХЛ
= lim '՚ * где последовательность \пр\ такова, что — - г. То- 

/֊-■֊ >.Лр ,пПр

гда (если, конечно, }-сю) очевидно, что ряд (1) сходится абсо­
лютно на множестве 6Հ, точки которого удовлетворяют неравенству
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(1.2) при р < г и лежат r полуплоскости Очевидно, что с
ростом г множество Gr расширяется и 6’= 1НЛ. Таким образом, в 
этом случае множество, на котором ряд (I) сходится абсолютно и во 
внешних точках которого он расходится, состоит из точек', удовлет­
воряющих неравенству (1.2) при любом конечном у и. кроме того, 
неравенству л'>где Խ Нт/гг. 

г—»
Заметим, наконец, что. если числа тп = ря /v,։ комплексные 

т JS —'«Argz
(ил > 0), то |z я.=*|г՛ е и поэтому на луче Arg г = © ( оо < 
•-֊: ©<•>□) абсолютная сходимость ряда (1) эквивалентна абсолютной 

ср ?*.. —Л„- —v и1 п п п •
сходимости ряда У.4иг е . где Ац = апе . Если теперь вме- 

п I
сто характеристик Аиу.-з) и &(?) ввести соответствующие хярактерн- 

____ In |а„ | — ©
стики &т>([73) - հ՜ու--------- --------- ֊— и (р) = limZ/^jp, з), где по-

P‘Vj Л,, տ-Հւ
7-՛

еле до ва дельность խՔ} та же. что и в определении Л(р, а), то можно 
утверждать, что ряд (1) сходится абсолютно в точках множества 
/1(г1 луча Argz== у (на логарифмической римановой поверхности), 
для которых при любом :■ :Л1

(1.4)

и расходится в точках луча Argz—?. внешних по отношению к 
.-V \ Таким образом, в этом случае G — U.-1'Հ где А1՜' определяется 
неравенством (1.4). Если числа Հո также комплексные, то для опре­
деления области сходимости ряда (1) можно воспользоваться методом, 
примененным автором к рядам Дирихле с комплексными показате­
лями (см. |3|).

§ 2. Некоторые неравенства

Будем дальше предполагать, что множество .11 предельных то­
чек последовательности ‘ | не содержит точки р = 0 (следовательно,

так как оно замкнуто, и некоторой окрестности этой точки). Обозна­
чим через Г(Л7’| множество всех кривых з для р'.И и
через Г. семейство кривых |.? — е'г'л при фиксированном о и пере­
менном k.

Через каждую точку z(l проходит (при фиксированном р) опре­
деленная кривая из Г?, соответствующая некоторому значению k —

Уравнение проходящей через точку ?о“хо+О’о <Уо > 0) 
кривой из Гг. может быть записано в виде

12| = |2Օ|^-Հ
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откуда k = k-r(г0) = д-0-----1 ՜ или (для у>О)у—1 խ0|։ժ?քԱ՜Դ)- х\
о

, |շ0|2ք^2;',ր՜յ,')—х
откуда v = ■■■ - ____ — и при л’ = л‘л имеем

, • Р>о1'2 — -Vo
V =Уо= ճ --------  •

З’о
(2.1)

Таким образом, ри k — непрерывные функции от z^ .v0 4֊ Zy0 и у(’։.

Предположим теперь, что с0 ¥= — граничная точка области сходи- 
p.

мости G ряда (1). причем в этой точке существует касательная к 
границе с угловым коэффициентом у՜, #= со и круг К с той же каса­
тельной, лежащий внутри G՛. Если обозначить через & значение ?, 
определяемое из (2.1). то можно утверждать, что. как бы мало ни 
было е > О, существует такая окрестное■ ь L -.очки г0. что для всех 
кривых из Г (/И), проходящих через точки этой окрестности, 
ip — Ро|<2- В самом деле, допустив противное, мы пришли бы к 
выводу, что существует такое я>0, что в любой окрестности точки 
20 пройдет кривая из семейства Г (Л!), для которой р —р0|>*. По 
тогда в любой окрестности точки z0 найдутся точки z = x — iy, в ко­
торых | у՜ — у,-1 > о > 0, где у' соответствует кривой из Г (/И), а о не 
зависит от окрестности. Но в этом случае соответствующая кривая из 
Г (/И) должна пересечь границу круга К, что противоречит предпо­
ложению о том, что этот круг находится внутри (1.

Рассмотрим теперь семейство Г . Если |շ — с ':՝ ՜1՜ , го k—x

------- In I г I, откуда 
P

Пусть f—кривая из Гр с уравнением z\ — ef<՜՝ a —значе­
ние параметра k для кривой, проходящей через точку z' и принад­
лежащей Г?. Величину Д:Л(г'; -,) = Ay (У) А’п будем называть р рас­
стоянием точки z' от кривой у. Из (2.2) следует, что

Д.Л(з'; (2.3)

Легко показать, что если с0= . * , то это требование не может быть пыпол- 
?

Пино и поэтому условие Հ. , — 1IV вносят дополни тельных ограничений.
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I (х~7')'|~у8
где /-(г.1 —, а / —дуга кривой arg2 — ру = argz'—

I “ ։
'-у' (ортогональной к семейству Г ) между точкой z' и точкой пе­

ресечения этой кривой с у (на этой дуге следует считать ժտ<0, 
если | ?' и ds > 0. если | z' < г'—х ֊ /у'). Обо­
значим через L семейство кривых argz — ьу ■- С при фиксированном 
?. Постропм круг А’л.сК радиуса г, касающийся в точке z0 границы 
области (i и лежащий в I' , а также круги А'.-֊,։, А', с геми !же 
центрами, что круг А', и радиусами, соответственно равными г— т( 
и г : ձ (ՕՕյ г). Очевидно, что г можно взять столь малым, что­
бы длина любой дуги, соединяющей точку лежащую в Кг- , с 
точкой, лежащей вне U, была больше, чем Аг, как бы велико ни

было .4. Так как, с другой стороны. г0 — в, следовательно, функ

цня л? (z) в некоторой окрестности точки z{. ограничена снизу, то на
основании (2.3) можно утверждать, что,
если г достаточно мало, z /<г , и про­
ходящая через точку : кривая/ L- пе­
ресекается с соответствующей кривой 
у Г(М). у вне Լ' . (см. фиг. 1), то 
? — расстояние точки z от , удовлетво­
ряет неравенству

МО? yj>fir
как бы велико ни было число В. Если 
учесть кроме того, что >.г. (г) есть не­

прерывная функция от ?, то из (2.3) заключаем также, что если 
г£А> ,, и / пересекается с у в Ս,, то, как бы мало ни было р>0 
при достаточно малых г и е

-;)>(! -:Փ...սյ Ո (2 1)
(длина дуги / не может быть меньше լ, так как в противном случае 
кривая у пересекла бы окружность круга Кг... ч го невозможно). 
Итак, можно утверждать, что. как бы мало ни было ц><), неравен­
ство (2.4) имеет место для z Кг . и любой кривой у Г(Л7). если 
только г достаточно мало.

Если г /\\-ն и z находится внутри области сходимости 0՛ ряда 
(1), то A;,/i'(z: у)> 0, какова бы ни была кривая у Г(Л1). Если же 
z Д', г и z не находится внутри G, то расстояние точки z от тех 
кривых у I (Л Л, для которых △pA?(z; у) < 0 не может быть больше, 
чем т, и поэтому рассуждения, аналогичные только что приведенным, 
приводят к выводу, что. как бы мало ин было число р > 0, при до­
статочно малом г для г 1Հր>, и любой кривой у Г (Л Л имеет место 
неравенство

— А?/г Ա: у)<(1 • рр... (z0) v (2.5)
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3. Оценки частной суммы и остатка ряда Тейлора-Дирихле

Пусть множество Л1 предельных точек последовательности , *

находится на отрезке [а, />] (а>0). Возьмем какое-либо Й>0 так. 
чтобы а — 6 > 0 и разобьем отрезок [а- о, ծ на д равных по 
длине отрезков ձ'1յ, причем нумерацию установим следующую. Обо­
значим через /И* тог из отрезков .И/, в который попадет точка 

— (предполагается, что члены ряда (1). для которых это отноше- 

ние не принадлежит отрезку խ - й. b + о) отброшены): если точка 

принадлежит одновременно двум различным отрезкам /И,, то 
/// հ 

отнесем ее, например, к правому. При такой нумерации, конечно, для 
бесконечного множества индексов .и. ֊ Мк при / Л. Обозначив да­
лее (см. стр. 13) ^kj. повторив рассуждения со стр. 13 и
учитывая определение величин k (р, սյ и /е(р), мы придем к выводу, 
что, как бы мало ни было <»>0. можно подобрать столь большое 

число Л՛, что при и>Лг для всех "г: из отрезка М, будет иметь 
тп 

(*„тЧ>я 
место неравенство \ап\С е (kn — k,- для всех этих индексов 
л), а так как различных отрезкой /И/ лишь конечное число, то суще­
ствует такое число Л'о, что неравенство

1<М<*
имеет место при всех п > /V։>.

(3.1)

Обозначим, наконец, через րՀ то значение р из отрезка Л(,, для 
которого £(р‘) = £; (если в каком-либо отрезке k(M,)= -ос, то р* в 
этом отрезке можно брать произвольно); тогда, взяв достаточно боль­
шое д, будем иметь

р- — з֊< —— < р; ֊ք֊ с, (3.2)
iUi

как бы мало ни было տՀ>0, для всех /.
Рассмотрим какую-либо конечную область D, во всех точках - 

которой при любом pi /И имеет место неравенство 

где i' некоторое положительное число (область 1) лежит, конечно, 
внутри области сходимости 6') и. следовательно, гем более

Հ-5)
|г|<«? (3.3)

при любом i {i = 1. 2,--«). Пользуясь (3.2) и (3.3), получим, что при 
достаточно малом з>0 в той части области D, где х — /е, —3 < О

I (Կ i т, — Л;С| Տ) —А.х
I е г е I < е .... в, е <

- Изпсстня ЛИ, серии физ,-маг. наук, .4-5
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л-
I р,+е

<е е

Հ-3)—.г] -/,(3— -.)
=е = е

как бы .мало ни было :։>0. Если х ֊-k-. — />0, то при достаточна 
малом г>0 получим также

>.,՛ - — \x-ki—5I-.V
Lp-։ J -м?-ч)

Таким образом, при достаточно малом s, как бы мало ни было -՜։>0
I (Հ-4-хр., т, ֊tel „ г.
\е z е |<е во всех точках области D и если при
этом я 4- 1 то тем более it?" ՛ 'z"'e ՜'|<£ 'ո'1< ՜Հ

(*' + т) ՛■՝՝

С другой стороны, из (3.1) следует, что |л.<«’ ~ при

достаточно большом ւ и поэтому ряд V а; е сходится, гак
<-։

со * А*
как 1ոհ/ = օ(Հ։). Таким образом, \ խ. е <ԼՇ, где С не за-

/=я 4^1
висит от п, а так как

Ջ а1гт‘е~)!:= SJ 
։=л I

то заключаем, что к любому положительному числу 8 можно подо­
брать такое \՜(ձ), что при во всех точках области D имеет
место неравенство

-W . . — Л_, .(-3-- Й)
v I«<Z%"'';|<C ՛ ՛ . (3.4>

է
Рассмотрим теперь конечную область D', во всех точках ко­

торой
| z I < е(,|'г-Л։?,+,’1

для всякого .И (^^>0). Эта область не лежит уже внутри (Լ По­
вторяя выкладки, аналогичные только что проведенным, мы придем 
к заключению, что, как бы мало ни было 0, при достаточно ма­
лом г>0 в области D' будет справедлива оценка

(Л/-НР/ пи -tel M?-i r|) в z е I < е

а при п >i тем более
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Но с другой стороны, ряд сходится, поэтому для
։-։

любого =2 0 при достаточно большом i„ и любом «>/й будет иметь 
" ’ mt -V| MW

место неравенство у atz е | <е . Так как, наконец, сум- 
ь-ь

/։ ՜’[ n,i — М|
.ма V \а,: е I в области 1У ограничена, то для любого S>0

найдется такое .V (о). что при /2>Л'(о) во всех- точках области ТУ 
будет справедлива оценка

", । ХЯ(Ж)
У խ/z е I <е . (3.5)

7-1

§ 4. Сверхсходимость ряда Тейлора-Дирихле

Теорема 1. Если в точке ^границы области, сходимости 
G ряба (1) существует касательная к границе и круг К с той 
же касательной, лежащий внутри (Հ если функция

<ю т„ — ft п 
ք(շ) ^a„z е

п- I
аналитична, в точке ՜0 it если существует такая бесконечная ռօ- 
следователъность индексов iwj, что сп ։ > (1 ֊' ») >7Г , где ՝>"■() 

(•> не зависит от •/), то последовательность
п՝

i- I

сходится в некоторой окрестности точки ?0.
Доказательство. Построим окрестность U тачки т0, в ко­

торой функция Цг) аналитична. Построим, далее, лежащие в U круги 
Кг, К, ij, У. ,. /\г . с общим центром, радиусами г, r— rt. г 4- а, г + т/, 
причем круг /\'г касается границы области <7 в сочке г0 и KrcCi, 
0<3<Հր,<՜ր. Тогда, как бы мало ни было и > 0, при достаточно 
малом г. в соответствии с доказанным в § 2 будем иметь

;)>(! - Գ

если z ՜К г . и 7^Г(/И), и

ծ -MU! t)>(։ + h)*,.Uo)4.
если շ^1Հր-ր։, 7^Г(Л1). Обозначив, для краткости. XP.(z0) = /у и поль­
зуясь (3.4) и (3.5), отсюда получим
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если г£ Кг т, и

е

е \<е 
i֊\

(4.1)

(4.2)

если Kr-..f։, как бы малы ни были о^>0 и р. 0, если только г до­
статочно мало, а п достаточно велико (г подбирается к р, а п к с, 
I,- любое, лишь бы 0< լ<Դ).

Пусть теперь /,֊-0 и = --и(».). Обозначив г։ г — т4, гс г ; з. 
г3 = г 4՜ легко найдем

In -Ճ in Д
lini ------Г;— = iirn------—— — - (4.3)

|П ճշ W |„ £ձ 2

и поэтому при достаточно малом ?) и соответствующем з отношения

1п —
------ и -Ճ1-

ln In
6 Դ

, I
сколь угодно олизкн к —•

Обозначим
ՀԼ, /II ք :

Rrl (z)^f(2> ^aiZ е

и пусть М1', All41. Л(?֊ наибольшие значения Rn (?) соответствен­

но в кругах /<г_^, /<,.м, К, ,։. Па оснований теоремы A lawapa о трех 
кругах имеем

In /И(? < b In .'И<։> -|- (I Ь) In

In-֊?- In հ
где b =------- - я, следовательно, 1 b =------  1 - Пользуясь (4.1).

(4.2), (4.3) и учитывая то обстоятельство, 
тнчна в А'г+г и, следовательно, |/(г)1<С 
поэтому

м,
Alt՛’1 < С 4- шах У а;: 'е ( ©

Վք<ր+րւ

(С — постоянная), получим при достаточно большом >

чго функция /(?) аналн- 
па границе этого круга и
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In Л/'? Հ. h) In /|Հ։> 4- л8 (IJ) In /И? <

<՜֊ձհ)'Հ յ|(1 — !*) Vi — *] ֊гЛ..(т։)А„ 1(1 4-.д)/07, -|-о]

<֊ Ah)|(l-H)^i֊ Ч(1+») -Л։(7|)|(14֊:х)/07,4-о|1>А, (4.4)

где lim Л, (հ) = ilm .1. (>а) = — ՜>Ո, а и н о сколь угодно малы. Учи- 
ւէ*Ս 1J-.0 2

тывая то обстоятельство, что в оценках (4.1) и (4.2) г подбирается 
к и, а п к •>, можно, как бы .мало ни было £ > 0, взять г и tj столь 
малыми, чтобы

(1 — ppbhK ,
(1 4֊р)Ч(’|)

После чего выбрать столь малое о. чтобы

• 11 (’.)!(։ - н)_/<л ՜ Ч х । _ ։
•42(л)1(1 4-и) /ОТ1“М1

взяв для этого достаточно болшое с Так как 0?>О, причем ։> не за­
висит от V, то (1 4- 0) (1 — «)> 1 ион достаточно малом г и. следова­
тель^ при достаточно малом т, > 0 и соответствующем -з можно, 
основываясь на (4.4), утверждать, что

1 iin In /14?՝ = — ос?, 1 irn Л1?'՝= 0,
>-*• ¥-• *

а это означает, что последовательность частных сумм ряда (1) поряд­
ков \п | сходится б круге а гак как точка ^—внутренняя к 
этому кругу, то теорема доказана.

Очевидно также, что рассматриваемая последовательность ча­
стных сумм ряда (1; сходится в круге /<,+» равномерно, так как при 
доказательстве оценивался максимум \Rn (г) в этом круге.

Если Pq —-ж. теорема также справедлива. При доказательстве в 
этом случае следует окрестность U. точки z0 заменить окрестностью 
(Ль в которой р>.4, считать /0= 1. а при выводе неравенств (3.4) 
и (3.5) предполагать, что области I) и !У определяются следующим 
образом: в области I) г <հ^i«»*<?)--•) при f/1 р схз и 
а в области D՛ z <<?" ш,+{։1 при (Վ Al, о #= со hx>L- - ₽.

Если множество 44 конечно и >.я^1>(1 4-^Рл ПР» всех п, то из 
теоремы 1 следует, что все точки границы области О — особые для 
/U).

Ге орем а 2. Если ля .»>(! 4- Игл <Լ= оо, то по-

€:1е0о։>ател>>ност>> частных сумм ряда (1)

сходится в любой конечной части области голоморфности функции
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ос П)л — t.R: 
f (z) - У anz с

п- I

Доказательство. Пусть С.»— любая конечная область» в ко­
торой /(z) голоморфна. Построим конечную область С3, внутри и на 
границе которой /(г) также голоморфна и которая содержит область 
С- (С- — строго внутри С3). Пуст։», наконец» С։ а <?. и С։ находится 
внутри области сходимости ряда (1).

Обозначим Յյ = inf 3 для всех кривых |д! — с'1’ ՜'Հ՚' '. пересекаю­
щих область Շ\ и [$2 = supB для всех кривых ;г- = Ф'1,г : , пересе­
кающих (а силу сделанных предположений в, и 3. — конечные по­
ложительные числа). Тогда

оо т{ —Հո+1 I
V J а, г е | < е (4.5)

i 41 + 1
в Cj и

Л րՊ Kn(?. •<»
e 1<е (4.6)

«~։
в C3. как бы мало ни было ->0. если п достаточно велико.

Пусть, как и раныве,
" W, — А z 

е .
/-1

Обозначив через .И1?1. Л4',2>, .44?՛ значения шах /Հ,ք <֊) на границах 

областей Ct. С., Сл, получим, воспользовавшись обшей формой тео­
ремы Ада мара,

1П/И<? < б1пЛ41пф(1 - б) In
где (»</?< I. Воспользовавшись оценками (4.5). (4.6) и тем, что из 
аналитичности /(<) на границе области Сл следует ограниченность ее 
модуля, получим при достаточно большом

In /И?1 <Հ — |. լ (քՀ ■ е) (1 — ծ) (.Լ i- з) <2

<|֊ծ(ւ -ьм(?i֊=) М1-֊^(з.+е)|ал —ос
при v -ос, так как lim —со. Следовательно, и последо 

вателыюсть
-X

У at г е
I- I

сходится в области С\ (и притом равно­

мерно). Теорема доказана.
Если, в частности, Հր|֊ւ X1 4-11Հք) >֊я при всех /.г и «. то

г:
все точки на границе области сходимости ряда (1) особые для его 
суммы и ряд определяет столько аналитических функций, сколько 
связных компонент имеет область его сходимости.
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§ 5. Сверхсходимость ряда Дирихле с комплексными 
показателями

Как было доказано автором (см. [3]), ряд Дирихле с комплекс­
ными показателями

» -).п=
\ аяе , (5.1)
л- J

где | л։ | < | Ц X • • • /п | ;> • •. lim ХЛ = оо и In п = о ( ՛ >.я |), сходится 
ZJ—

абсолютно п области (1. точки которой при любом с удовлетворяют 
условию

х cos ? — v sin z — А (փ) > О

и расходится ине этой облает։։. Функция /•(?) определяется здесь сле- 
___ In ]ая I

дующим образом: А(?) ИтА(з, а), где Л (о. в) = Пт-р—р֊> a [пр}-

последовательность индексов, для которых с — a<Arg>./։

Нетрудно видеть, что Л (ф, а) = Л (0) для некоторого Ф из отрезка 
(?— я. ՛> -- а]; в этом легко убедиться, деля отрезок на две части, выби­
рая гот из полученных отрезков, в который попадет бесконечное мно­
жество членов тон подпоследовательности из {Arg/7Լ ), для которой со-

(1п1дл h
отвётствующая подпоследовательность из { —-֊ | сходится к А(?» а), 

I I %1 )
и продолжая этот пронесс деления. Условимся дальше считать, что 
Arg>.« |0, 2-|.

С помощью таких же рассуждений, какие на стр. 17 были при­
менены к функциям А(р, а) и /?(?) и вводя аналогичные обозначения 

для функций Л(?, з) и Л (?) (Arg/.n вместо '• hi вместо А<, вме- 

его ք/), приходим к выводу, что. как бы мало ни было <«>0, при 
достаточно больших Z

(Л. 4֊«)|Х. I|я։|<е 1 ։' . (5.2)

Рассмотрим теперь какую-либо конечную область D, в которой при 
всех ? имеет место неравенство

х cos с — у sin ? — А (?) — р >О

Тогда для точек этой области тем более 
х cos ?*—у Sin ?’ — А (?•) — £> 0. (5.3)

Взяв ?'. соответствующее достаточно мелкому разбиению отрезка 
]0, 2л], и положив Arg/.,, = 0я, в силу (5.3) и ввиду того, что область 
D ограничена, а функции cos? и sin ? непрерывны, имеем

—Л:: — X {(.rcos'J, —ysinO, ) —| >. '(.vcos-f * — vs-inv
; e ' = < e 1

О -1\|(/ևփք։-օ
•Հշ
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для всех Լ как бы мало ни было г>0. Таким образом, в области 
при достаточно малом

(Л/+ч)1>./| -Р/Ка-Ч)
1 е | е ՀԼ е

как бы мало ни было £2^>0 и тем более

(5.4>

если п -Ь 1 < i. С другой стороны, ряд

» —(:Й/-Г։։)Р։1 ■
УИ.-U'

сходится при любом ^>0. так как 1п п • о (: >.Л |), а в силу (5.2) при 
достаточно большом /

——։р-/1
I а> | е <е

где *>0. Поэтому
оо _(ft/+t։)p..|
у IM* <с,

Ь-« + 1

где С постоянная и с учетом (5.4) приходим к выводу, что для 
любого ;>0 существует такое Л՛’ (г), что при //>.V(-) в области /> 
справедлива опенка

ос - — ия+։|^-։)
У ' Qi е J < е . (5.5}

i >i~ 1
Совершенно аналогично доказывается, что в любой конечной 

области 1У. точки которой при любом ? удовлетворяют неравенству

xcos? ֊ - у sin у ֊֊ Л (ф)-|-g>0

справедлива о це и к а
'• —V imhh
2l«/e <е (5.6>

1

для любого = > О, если только п достаточно велико.
Теорема 3. Если функция

/(z) = \\апе 
/:֊ է

аналитична в точке г0 на границе Г области՛ сходимости G ряди 
(5.1), существует круг, лежащий в G и касающийся Г ճ точке 
и имеется такая последовательность индексов |л, J, что |Х/։ ւ > 

>(1 - ^) ւ՜-րյ I. где ։• не зависит от Н։13>0), юо последователь­
ность
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Ո' ֊Խ 
^ate 
i- 1

сходится в некоторой окрестности точки г0.
Доказательство этой теоремы основано на оценках (5.5) и (5.6) 

и вполне'аналогично доказательству теоремы 1, но значительно проще, 
так как роль кривых | г [ = е'՜1 ՝ 1 играют прямые х cos ? — ysln о —
— ft(o) = 0, л роль р —расстоянияобычное расстояние от соответ­
ствующей прямой.

Другим методом и при значительно более ограничительных пред­
положениях (lim ֊ П < оо и даже | Хя+! • | >.я |> р > О ) эта теорема 

\л— | Х„ I /
была ранее доказана Галли (см. |4]).

Теорема 4. Если | ля _յ | > (I 4- Ь.) |ля . гое Um б.» со, то 
* »-*ж

последова тел ьност ъ
'Կ

j'ujI

сходится в любой конечной части области голоморфности функ­
ции

™ ՜Հր 
/(2)=V^

а»
Доказательство этой теоремы вполне аналогично доказательству 

теоремы 2 и немедленно следует из тебрёмы Лдамара (в общей фор­
ме) и оценок (5.5). (5.6).

Московский институт
химического машиностроении Поступила 3 VI1 1962’

«Խ Լ.

ИЬ ть ՇԱՐՔեՐՒ ԳեՐՋՈհԳԱՄհՏՈհՌՅԱՆ ՄԼԼՍհՆ

Ս. Մ Ф П *1» II !• II*

Հոդվէսծում դխոարկվոսէ են ft'h ЦП ր֊Դիր իխլե [t շարքեր՝

“ "!ո ՜Կ՝
\ е . (1 )>

л-

որտևղ ).л^>0, Л/յ ' -V А 1НЛ = О (Հ։) t‘ ՚Ւ/»[• /»խ/А//՝ !(ոմպ[եքս ցոււյիչնեpnt)' 
շարքեր՝
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СО

“1
(2)

",""/•7 17.я ’ է ос. in /Г — О ( |лп ).
Ապացուցվում են հետ ելա լ թեորեմները։
I. Եթե (1) կամ (Հ) լա,1՚-ՐՒ ղուղտմիտսւթ  լան տիրույթի եդրադծի Z^ 

կետում շարքի դու մարը •»անդի"՛! ֆունկցիան ռւնալիաիկ է, դոչութ (ուն 
ունի շարքի դո I դ ամի ա ո t թ /ան ւոիրոէ լթի ներսր ընկած ու tn լդ տիրույթի 
եղրր 2հ կետում շոշափող շրշան և առկա է ՚ Հ/ 4 ալնպիսի- հաջորդակտնու- 
թրոն. որ \ՆՈ . XJ4-UJ >.ո , որտեղ ^>,0> ապա շարքի մասնակի ղա­

մարների համտպռւաասխտն ՚ ք, ! հաջորդականությունը ղուղամիւոում Si>
կեէոի ինչ որ շրջակաքքում:

3. Եթե \'է.ո : է.ո և limOV=’oe, տպա ինչպես (1) Հար-

քի, այնպես էլ (3J համար կարելի Լ պնդել, որ մասնակի դումար-
ների համապատասխան Տ,է J հաջորդականութԷունը դուդամիաու մ Լ ամեն tfի 

տիրույթում, որտեղ շարքի դու մարը ան/պիաիկ Լ:
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