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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. И. Розовский

К задаче о ползучести облученного стержня

Недавно М. А. Задоян |1| рассмотрел интересную задачу о не- 
устаноанвшейся ползучести металлической балки прямоугольного по­
перечного сечения, которая после облучения на поверхностях х — Л 
нейтронным стационарным потоком с одинаковой сроднен энергией и 
интенсивностью подвергалась чистому изгибу при высокой темпера­
туре. Исходной физической зависимостью служило нелинейное ин­
тегральное уравнение Ю. Н. Работнова при степенной нелинейности 
относительно деформации в(х, /) с дополнительным множителем Ф (х) 
и ядром наследственности Лг(х; է. հ) = 2 (д-)/՜1 (/— т), где функции 
К»(.г) я ~{х) учитывают неоднородность материала, вызванную об­
лучением.

Задача сводится к решению линейного интегрально-операторного 
уравнения сметанного типа относительно напряжения з(х, է)

3=Ւ-\ 11)

где 
л է

/Из = ( /И (с. х) 5 G, /) Ժ;, N- = Гл՛’ (X, է - т) □ (х, т) dz, (2) 
о '<!

/

(4)

ծ
/= ք Ф(х) 

о
хт {dx,

h
I — fФ <'*) х>п
° .) ՃԱ)

I 
dx,

о

где H - внешний изгибающий момент.
Решение уравнения (1) найдено методом последовательных при-, 

ближений и представлено в следующей операторной форме
<»

с(х, /) = /'{х, О-Г 2(.'И~У)ЛЯ(х, /). (5)
4 1
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Доказано, что ряд (5) сходится абсолютно и равномерно, если вы­
полняются следующие условия:

Фо шахФ(х), 2о-ша№(х) в 0<х<А: 0 < / < /Q< ос. |
При этом решение (5) уравнения (1) - единственное.
Расшифровка операторного выражения (5) осуществлена в пер­

вом приближении при k 1. Для конкретности принято, что
/(<֊') = (*-֊-)', 0<v<J 

И
Ф (л՛) - Л 4֊ W ‘Ach ах, Ճ (л) - В 2^՜"* ch рх.

где .1. В, а. и ц —заданные постоянные.
В настоящем сообщении буде-ւ рассмотрена следующая задача: । 

найти точное решение уравнения (1) в замкнутом виде, пригодное для I 
наглядного изображения физической картины распределения напря­
жений в стержне и определения деформации для любого момента- 
времени /, включая и случаи, когда է- >

Решение поставленной задачи может быть осуществлено ценою 
наложения на функцию -(х) определенного ограничения, а именно, 
примем ее такой, чтобы функция

,91

не меняла знака на отрезке [О, Л|.
Г-сли исходить из представления (8), го последнее условие вы­

полняется лишь на части отрезка [О, Л].
Действительно, функция у обращается в нуль при х == Л։, где 

//; является единственным действительным положительным корнем 
уравнения Զ (х) — հ -О, она положительна на отрезке [0. //Հ я отри­
цательна на отрезке |Л։, А]. Поэтому, чтобы функция у не меняла 
знака на всем отрезке |0. Л], нужно или полностью заменить пред­
ставления (8) другими, при которых выполняется указанное условие, 
разумеется, правильно отображающими влияние облучения, или соот­
ветствующим образом аппроксимировать выражение Զ (х) на основе 
(8). В последнем случае, как это будет обнаружено далее, целесо­
образно предпринять две аппроксимации Զ (х). при которых функ­
ция у не меняет знака на всем отрезке |0. А|:

В -|- 23%е ''ch ах при 0 < х < Лх

'Հ — Զ (AJ при п, < х Л
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ИЛИ

2(Х)
О1=О(Л1) прн 0кх<йх

В 4- 23V՜ !1Х ПРН 'և ' х f։-
(Н)

\ппрокч,имации (10) соответствует следующая аппроксимация:

—I > 0 при 0 Հ Л' - А, — г. где г > О, 
Ճ (*)

’----------- 1 > 0 при А. — з < л* < А:
Й(А. з)

причем Нт------- 1------- I. А, < л* < Л.
:*о2(Л։֊г)

(12)

ппроксимации (11) соответствует следующая аппроксимация:

----------------- 1 <0 при 0 д- Л. 4-е, = О, 
Զ(*ւ4֊<)

1 - 1 < 0 при Ах 4- £ Հ а՜ ՛ Л: 
Զ (л-) 

•*
причем Нт----- 1 1. О < х < А,.

-oL»(A։H)

(13)

Как функция (12), так и функция (13) непрерывны и не 
знака на всем отрезке [0. А].

Разумеется, что функция

меняют

(14)

также не меняет знака на всем отрезке |0, А]. Однако, представлению 
114). отвечает аппроксимация *2 (а) функцией, имеющей экстремум 
при а = А։, где 0<А։<Л. Последнее является более грубой аппрок- 

1снмаиией выражения 2 (а). чем (10) или (11), если в качестве эталона 
принять выражения (8).

Итак, впредь будем считать, что условия, обеспечивающие ста­
бильность знака функции у. определяемой формулой (9). осуществ­

лены.
Решение уравнения (1) найдем методом, представляющим собою 

синтез метода Пинкерле-Гурса |2| но координате х и ннтегрально- 
ператорного .метода по времени /.

Введем интегральный оператор:

V(x)K (15)
о

Тогда из уравнения (1) следует
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=(,>/) = շր^լ , f л-'"'
I 2(х)ЛГ /|1 1-L>(X)K|

Обозначим

֊ ֊1 Л;. t)d\. (16)

(И))

(20)

Тогда уравнение (16) примет следующий вид:
II

z(x. է)= ֊?(Հ^ճկ 4- iQ։(x)Q2(;)5(t 0# (18)
1-4-2(л-)А’ J

0 Vl
Ядро интегрального уравнения (18) вырожденное. Это интегральное 
уравнение типа Фредгольма решается известным способом [2]. Будем 
иметь:

л
3(Л-, Z) ֊ ֊^֊£Լ + _ՋճճԼ(ՀG)_ՈԼ£Լ մՀ

14֊2(х)К 1 ՜ I 4-2(0 к
где 

It
Ո (Ql(A-)Q2(A-)rfA\

О
Оператор, обратный оператору ползучести 1 -~'2(х)К> являющий­

ся оператором релаксации, имеет вид:

|14֊2(х)/<| 1-2(л*)/?[-2(х)|, (21)

где ядро оператора Ջ представляет собою резольвенту ядра опера- 
тора Л՜. Оператор /?, как известно |3j. регулярный оператор Воль- 
герра, если ядро оператора К ограничено или слабо сингулярно.

На основе (21) выражение (19) можно представить так:

а(х. /) = '!— Զ(.ր)7?|-Զ(Հ|1 ‘Л(х, 04֊
л

fTT (;)/? 1-2 (։)|!/••(?. О*

0

Докажем теперь, что. если у не меняет знака на всем отрезке 
то 1—^ = 0.

Будем доказывать от противного. Пусть 1-ц = 0, т. е.
Il
ի| 2(л-)«|֊2(х)|)Ф(л-).^ 

о

---’Г: -
Ջ (л)

dx = /.

(22)

Ю. А),

(23)

По физической сущности исходной зависимости типа Ю. И. Работ- 
нова л?” ' О, Ф (л՜) լ>Ղ 1J (л՜) >0 и I Л 0. По условию разность, фи-
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турирующая в квадратных скобках под знаком интеграла, нс меняет 
знака на всем отрезке [О, Л|. Поэтому, применяя теорему о среднем 

гв (23), получим:
հ

, I - Զ (b/i)R I - Զ (M)J} СФ (х) 1 —
՝-’ ( л )11

dx — I, где 0 < б < 1.
(24)

Пл (23) с учетом (4), следует

{1 <2(0Л)Л[-<2(0Л)| (25)

Так как ՝;10 = /. то уравнение 1 т, - 0, дающее собственные значе­
ния. превращается в нелепое равенство: 0 = / при / т= 0.

Следовательно, в рассматриваемой задаче собственных значений 
borll не существует. Поэтому формула (22) дает единственное опре­
деленное решение интегрального уравнения (1).

Условие стабильности знака у на всем отрезке |(), /zj приводи; 
также к тому, чю интеграл, фигурирующий в (19) или (221, равен 
нулю. Действительно, с учетом (3) и (17) этот интеграл примет сле­
дующий вид;

, = w (2(it 
2/ J !^o(S)/<|l>(;-)

Применяя в (26) теорему о среднем, получим Ъ 0.
Итак. решение интегрального уравнения (1) будет иметь вид:

Л (х, /) //Ф(х)Г(1 4- X)

1-• 2(л-)Л՜ 2/|14֊У(х)/<|
пли

= (х. /) = ^Ф(л).с”'(1 4-|T-aix)]ft|֊.21U)]|. (28)
•м /

Чгойы убедиться в том. что выражение : (л՜, /), определяемое форму­
лой (27) или (28). удовлетворяет уравнению (1) или равносильному 
•՛«՝ уравнению (16). достаточно подставить (27) в (16)- Будем иметь

\±Щх)К

= + W>WC(1- ■,■/<) ГФ^Н՞’ 11 •;____ J di (Ջ9)
; >■)/< 2Л[1 '.'(л-)Л'| .) 14-а (5) XI 2<’>

оскольку по условию функция у нс меняет знака на всем отрезке' 
|0. Л). то после применения в (29) теоремы о среднем, обнаруживаем, 
что преобразованный интеграл равен пулю. Следовательно, равенство 
(29) есть тождество.
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Для получения формулы, определяющей деформацию տ(հ г). 
подставим в исходную физическую зависимость типа Ю. Н. Работа 
нова

Ф (х) гт(х, է) = 11 - Զ (х) /<| з (х, О (30)

вместо з х, /| его выражение из (28). Будем иметь

/7v'" * »(л֊, է) = ո֊ (1 }֊ |7 ֊ Զ (x) I R (- ‘2 (x) ] + Զ (x) Л' 4-

4-2(x)|T-2(x)|A’/?|-<2(x)l;. (ՅԽ

Принимая во внимание выражение произведения операторов

2 (х) KR I - <2 (x)| - К ֊ R [- Զ (x)J, 

являющееся следствием формулы (21). из (31) получим:

։-(х.0-֊֊(1 +гЛ). «21

Переходя в (28) и (32) от интегрально-операторной формы к обыч­
ной. получим окончательно выражения напряжения и деформации

7(х, 0,= а(х. 0) հ |-, и (л-)| U):-Ч*!֊

. I
։(.r, 0 = л-{ "I 1 T p<(s)rfs |["՛, где <(x,O)- 

0 է
По физической сущности ядро релаксации R является положительной 
монотонно убывающей функцией տ. причем интеграл

ՀՀյ

j /? [ — Զ (х); ձ՚| ds < cc 

I)
при любом фиксированном значении х. принадлежащем отрезку (0, 
даже тогда, когда ядро ползучести /< выбрано слабо сингулярный 
так, чго

/\ (s) ds = ос.
I՝

В частности, если A’(s) = s 1 (1 ֊ >), 0< *< 1. где Г —гамкафунм 
ция, то

I

5(Х. ») = «»>. 0; | 1 + |т-М||Э.(-!!(л:։ s|</s[. (35)
О 
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где Э,— экспоненциальная функция дробного порядка К). Н. Работ - 
нова |4|.

Учитывая связь между Э’ оператором и функцией Миттаг-Леф- 
Флерз/կ установленную автором |5|, из (35) получим:

?Խ Т) -(-V. 0){1 + ь - е (»)| 11 ft (- ճ (X) г ')) a՜ V)I. (36) 

Принимая во внимание, что Е\ . (—г)->0 при с—>о- (см. |5]). по­
лучим:

5(Х, ос) — з(л֊. 0)—՛ • (37)
^(x)

Из (34) при выбранном выше выражении ядра ползучести К(տ) по­
лучим

»■' J

(Н vrf1՜՝' V*з?!1 Tir^ll • <38)
Из (38) следует, что Innsfv. է) — ос, г. е. материал ведет себя по- 

вдобио максвелловскому телу, но кривая ползучести в координатах 
: է не имеет асимптоты. Таким образом, здесь имеет место процесс 
яеустановнвшейся ползучести. Разумеется, что можно ядро ползу­
чести /(($) подобрать так. чтобы linvt’x, О-= <». Например, послед- 

нее можно осуществи гь. если ядро ползучести выразить через Э. 
функцию 10. И. Работнова с соответствующими реологическими 
параметрами (см. |5]).

Напомним, что sign ի; L'(x)| = l при О Հ. х i'hv sign|՜,՜—S2(x)) = 
— I при hx<Zx h и 7 — Р(Л,) —0. ибо h, является корнем урав­
нения Հ- ձ(,Հ) =0.

Поэтому при аппроксимации (х) согласно (10) напряжение 
“(х. О будет монотонно возрастать с течением времени / со скоро­
стью, зависящей от функции '2(х). и при г -ос.- стремиться к конеч­
ному предельному значению з (х, ос) > о (х, 0) при любом фиксиро­
ванном значении х из 0 х< А։. причем при х Л|.-֊0 имеем 
:(л։, /) - з(х, 0). Если же воспользоваться аппроксимацией (И), то 
з(х, /) будет монотонно убывать и при /—*оо стремиться к конечному 
предельному значению з х. оо)<з(х. •■>). когда A։j ■ х = А, причем 
при 0 x<.ht — О имеем з(х, /) =• :(х, 0).

Заметим, что соответствующая деформация iix, /). определяемая 
формулой (34), непрерывно возрастает с течением времени է при 
любом значении х. принадлежащем полному отрезку [0. 1Г\.

Если функцию 2(х) не аппроксимировать и отправляться от ее 
выражения согласно (8) на всем о։резке [0, li\, to полученные ре­
зультаты можно применить для приближенного анализа напряженного 
состояния стержня при 0 հւ<Լհ или соответственно при О Հ Ла Հ А, 
Случай, когда значение А, близко к 0.5А, является самым неблаго­
приятным для применения. Однако и в последнем случае можно по-
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строить качественно правильную картину распределения напряжений 
в стержне для различных фиксированных моментов времени (см. 
фиг. I), если исходить из следующего свойства найденной выше 
функции s(x, է):

lim о (а՜, /) Um = (д’, /) = в(0, /), ибо li։n Զ (х) = lim Ձ (л՜)
л-Л, о .г—/։,4-0 т—Л, -О л ֊«Л». О

При этом только п одной точке а* 4։ отрезка [О, А) стержень ведет 
себя подобно необлу-ченному, в которой имеет .место простая ползу­
честь, т. е. кот ՛,;։ постоянному во времени напряжению отвечает воз­
растающая с течением времени деформация. В остальных точках пол­
ного отрезка [0, /։\ изменяются во времени как напряжение, так и 
соответствующая ему деформация.

Днспропетройский горный институт Поступила .30 III 1962

U*. Ь

ՃԱՌԱԳԱՅԹՎԱԾ ՋՈՂհ ՍՈՂՔՒ հ^ՆԴՐՒ ՇՈՒՐՋԸ

Ա 1Г ‘Ի II ‘I’ П I» Ս'

7' իաարկված Լ ( I ) հա վ ա и ս> ր մ սՀհ ՜ձշքքրիսւ րսծոէմր անելու ի^՚ւիրէ'
"[•ի շնորհիվ ուոարվու tf Ւ Հ/к) անում լտրոււքևհրի րաշխման ֆիէյիւիմկան՚ր 
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պատկերը և դեֆո րմhi t/ իան ե րի որոշումը կամայական է-ի համար, ներաոլայ 
նսմւ է—• OQ դեպքը: 12 (.Հ_) ֆունկցիան, որը հաշվի է տոնում նյութի տնհա- 
մսաեոութ/ոլնը՝ համաձայն (10)֊ի կամ (11 թի նախապես ենթարկվում է 
ապրոկււիմ ացիա յի։

Օ.ր/ խնդիրը Լուծվում է, մի մե թսդսվ, որն իրենիը ներկայացնում է 
‘,'1ինկերլե-Գութ։ւայի մեթոդի (րսա X կոորդինատի) և ինաեդըա/ օպեըաաււ- 
րալին մեի/ոդի (րսա է •! ամանակի) սին թեղը։
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