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МАТЕМАТИКА

П. Южаков

Некоторые случаи вычисления вычетов функций 
двух комплексных переменных разложением 

в ряд Лорана*

Введение

Как показано в |6|. вычисление интегралов вида

где Z?(®, г) — аналитическая функция комлексных переменных с, 
ձ՜-двумерный кусочно-гладкий ориентированный цикл, лежащий в об­
ласти аналитичности функции F(w,z), сводится к следующему:

1. Находится одномерное число Бетти р и база одномерных 
гомологий {Г4 . многообразия особенностей подинтегральной функции 
в пространстве переменных w, z, пополненном ю сферического одной 
бесконечно удаленной точкой (точки (со. г), (к՛, ос), (оо, о©) отож­
дествляются в одну);

2. Вычисляются вычеты относительно базисных циклов Г,. 
/ = 1, 2,-♦•./>. Вычетом относительно цикла Г/ называется

где Ճ двумерный цикл, зацепленный (дуальный) с Г :

АН 1Г., А.) = I /■ = / 
о / -у

(ЛИ (Г։, А,) индекс зацепления циклов Г, и А,, см. [3|, HJ).
3. Определяются индексы зацепления базисных циклов Г( с 

циклом интегрирования S: АН (Г . ծ՜) = Л՜. ; 1. ֊.•••./՛.
Тогда

՝ Работа толожёна на \ Всесоюзной конференции по террин функций ком­
плексного переменного и сентябре I960 г. к г. Ереване.
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I (®, z) dw dt =(2֊։)' V Ы. Rr

Для случая, когда многообразие особенностей подинтегральной 
функции есть полиномиальная поверхность, например. если

Л(г-г,“р(Й •

где Р(;с,полином, з [{::■. г)- целая функция (результаты можно 
распространить также на случай, ко։ ла /(«»,.-) регулярна и некото­
рой выпуклой области, содержащей цикл интегрирования 5), база 
одномерных гомологий многообразия особенностей 7_. Р(к1. <•) О 
состоит из циклов трех видон (7 :

I. Циклы, соответствующие каноническим разрезам римановых 
поверхностей |2|. опре теляемых неприводимыми множителями поли­
нома Р(а". Назовем их собственны чи циклами. Получается ^լ2ք>

ИХ Ц11КЛОВ> «ле о, —рол соогнетс!яующей риманоной поверхности;
2. Каждая точка самопересечения поверхности 7Հ дает г — 1 

базисных циклон, где г—число элементов поверхности 7Հ пересекаю­
щихся в данной точке. Эти циклы строятся так. В каждом элементе 
из точки пересечения проводится разрез /,,/=» I. 2.-- . г. Пары 
(/։, б.).---. (/։. М противоположно ориентированных разрезов обра­
зуют г 1 независимых циклон пересечения. Всего получается 
2լւր -11 циклов перг еченнл (здесь с՛ мпирование ведется по всем 

точкам пересечения).
3. Наконец, каждому неприводимому множителю полинома 

Р(«?, z) соответствует/—1 .полярных* базисных циклов, где/ число 
элементов пинерхве ՝г.ч. ֊т.-ляемой этим множителем, пересекаю­
щихся в бесконечно удаленной точке. Полярные базисные циклы 
строятся аналогично циклам пересечения.

В настоящей статье показывается, что вычеты относительно 
циклов пересечения и полярных циклов, за некоторыми исключениями, 
могут быть вычислены разложением подинтегральнон функции в ряд 
Лорана.

Очевидно следующее соображение. Если в некоторой двояко- 
кругояой области I) Функция i (к՛. z) раслагается я ряд Лорана:

Р (w. z)« V ckl w*z{.

то иля цикла
S (W = гх<‘;; շ = глГ'\ 0 о, ■!> 2х) С D
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Таким образом, с ։ .. вообще говоря, является линейной ком­
бинацией вычетов функции г). Если разложение га ко во. что для 
ScD АП (ГТ, S) = 1 и /\11 (Г., Si 0 для i /, то с_։ ։ окажется вы­
четом функции /-(re,?) относительно цикла Г.

§ 1. Вычеты относительно циклов пересечения

Случай I. Пусть /1 (0, 0) -точка пересечения двух, не обяза­
тельно простых в этой точке, элементов поверхности 7'. (Р — 0)г 
имеющих различные касательные (см. 1 ՛ . Бели /1 не является на­
чалом. можно сделать перенос. В этом случае P(w, <) можно пред­
ставить в виде:

/^ =(«։«՛֊ ծ։? Հ (/Ла1 4- Ikz)1 ик1&кг։,

причем

"։ />։ i 0. 
պ I

Сделаем замену ц։<с՛ ‘ bxz = х, идс 4- Ьйг у, тогда получим

Р = №у՛՜' I֊ У 11/.^к У1 
k

В окрестности точки .4(0,0) поверхность 0 определится уравне­
ниями

т■ է 
п

р
7

соответствующими неприводимым элементам. Выберем 
при Հր ՀԼ-, ,у ՀԼ- было

• >0 так. чтобы

к- 0

Тогда в двоякокруговой области
т р

* < У <‘. I JC| <Л՜, J-Г. 'у\<К.Ух j

будет Р ¥= 0, сл .ело вате.։ ыю, г|щ. ֊) в D допускает разложение в рял 

Лорана. Это разложение для может быть получено следую­

щим образом
/ . I _______________________Д__

л'։у’-| Х'"У ( 1 -г- Ջ ак1хк'
\ Ւ.~է>%րֆ ՚ /

Можно показать, что v <.’,,л՜՛ ev։'՜ <Հ 1 в некоторой двоякокру- 
!*+/>%■»?

говой области /Հ<=/Հ Разлагая / в ряд Тейлора, а



1G Л. II. Южзкоа

в ряд геометрической прогрессии и перемножая полученные ряды, 
получим соответствующее разложение в ряд Лорана. ’Гак как члены 
разложения

имеют степени по х. у нс ниже (я -|- то коэффициент с ։ разло­

жения окажется линейной комбинацией значений функции / и ее 

частных производных доа-ք-Հ -2 юрядка включительно в точке 
А (0. 0).

Точке А (0,0) соответствует единственный цикл пересечения 
Г(/1։/J, где /յ-разрез, лежащий в элементе, касающемся плоскости 
л=0, а էր. в элементе, касающемся у 0. Покажем, что с . , явля- 1 II
ется вычетом относительно цикла 
пости точки .4(0,0) разрезы Ц, է.

т к

,V֊.V։ ! OS--J Ун*՜»
'։: t о

у - -L iy.> = "յ

1'lC, Հ.յ. Действительно, в окрсст- 
можно задать в виде:

л* х, • /у, = т.

Г" : у = .Г2 /у., " У, /цл?
к О

-j. вещественные параметры, 0 < -г со. Возьмем цикл инте­
грирования Տ (л* = гое‘, у֊гсе^), где г0<г, О с э, 0 2֊. Тогда 
АП (Г, Ճ) = | Г. В], где В (х ге‘г, у = rQe՝-, 0 < г г0, 0 < о, о Հ. 2~), 
В- S (здесь |Г.В| индекс пересечения Г с В, см. |3|. |4|). Цикл Г

М А
имеет с В одну точку пересечения: О ( х = /Հ У , у - րք|). Индекс 

л = о
, l)(xv V,. Ло, у,)1 , D(x,, у.» л<„ yjточки о равен sign ՜ ... ֊■_..

г. ?1 * ZJ(/։,x։,yvO) |(

Таким образом. АН (Г. S) — |Г, /Ц I. С остальными базисными циклами 
дпк.; .S зацепляться нс будет. . Гейстнительно, разрезы, соответствую­
щие другим циклам, можно выбирать не проходящим и через точку А. 
При г достаточно малом В не будет пересекаться с этими циклами, т. е. 
для них АП (Г։, .S) = |ГГ/1| = 0. Значит, S цикл, дуальный Г. и с ,

есть вычет функции -- относительно цикла пересечения Г.

Случай 2. А (0,0)— точка пересечения г элементов поверх­
ности /։(р = 0), имеющих различные касательные. Тогда /-*(«՛. г) 
можно пре .ста кг. 11> в вид
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/> = (д։да 4- bxz)'1 • • • (arw 4- brz}'r 4- У ak^zl •
А4֊/>).։4՜՛ • ՚ 44

th bi 
а? bj

=Ւ 0 при ։ J. Делая замену a.jzc -г Ьлг — л* a4w 4֊ b.z = у. по-

лучим

/
(х 4- (13у)‘ . - • (Л- Г г/, у г — У Wkyl

*+/>л,4----+4

(*>

В окрестности точки /1(0,0) поверхность 7'. (Р <0 определится 
уравнениями

И
- 15

0

Тогда, учитывая, что при у достаточно малом /<։ у; К у 
в двоякокруговой области

имеем:

րլ
D{.x\<j, I у <Հտ, ,х >/\ у|. Iу >/\Հ|,ր(՚Կ Р 4=0.

а, следовательно, допускает разложение в ряд Лорана. Это разло-

жение получается из (*) аналогично случаю 1 Коэффициент с . ։ 
такого разложения будет являться линейной комбинацией значений
функции f и се частных.., производных до -----
включительно в точкс^^О.Д^. ՞ -i •՝*>
2 И ..тим АН серпе «J-м.», v.tg' . . . .

Ж.՝

ՀՀԿ,’ր о ֊ ’՝՝ ՚

2 ворядка
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Покажем, что <հ։ ։ лает вычет относительно цикла пересечения 
Г։ (/,. /։) точки Л(/«, < = !.•••■ г. -разрез, проведенный в /՜-м элементе 
из точки Л). Выберем Ճ': х=гое‘-, у О с ср, 6 ֊՜, где 

р_
G<5* 7<1ր<, <ԼրւՎ • Найдем индексы зацепления цикла S

с циклами пересечения точки .4: АИ (Г,, Ճ՜) — |Г,, /?|, 1 ՜ յ-֊•■ • ■ ՛՛ — է 
Здесь Гг = (Հ, ti, i), I I В: х гае1՝, у = ге‘>, 0 < г rv
О Հ-р, о < 2-: /? =.$. Из всех лучей t/, /- 1. 2.-• г, пересекается с 
В лишь է2, значит. ЛИ (Г,. $)■!. а ЛИ (Г;, 81 =• О, i ₽ 1.

Как и в случае 1. с остальными циклами, не являющимися цик­
лами пересечения точки .4, цикл S зацепляться не. будет. Значит, 

цикл 5 дуален 1\, а, следовательно, е i֊i есть вычет функции отно­

сительно Г։,
Взяв вместо 2 / —3,получим вычеты относительно циклов 

Դ(Գ'յ). •••,!; ։(G. Կ֊
Случай 3. В точке А (0. 0) встречаются два элемента поверх­

ности Г., имеющие в точке .4 общую касательную. Пусть их общей 
касательной является координатная плоскость х==0 (в противном 
случае сделаем поворот). В окрестное™ х|<>, 1у!<г поверхность 
7'2(Р=0) представляется уравнениями:

Рассмотрим следующие подслучаи:

а) У Выберем так, чтобы при у <Հ*

было
k к

т
*։

Тогда в двоякокруговой области D ( .v’<s, y'i<Ce, 21 л01• у| с 
р

1 л* —|у ' ) Р А О и F (а՝՛, շ) допускает разложение в ряд .Зо­

рана. Чтобы получить это разложение для F = -'քյ , представим Р 

в виде
т А /> Л

Я / * 00 Հ \*« * / 7֊ Ж
/->^n( v—-v у “г) • ո (■՝■՛—у V ^..у' «՝; ) у).

Հ-1 ՝ & и ' Г-\ ■ к О



Случаи вычисления вычсгоя функции комплексных перемгччых If)

։—а4//, 3 = 'д։г/. Разлагая о в ряд Тейлора, а выражения вида

ври этомв ряды геометрический 
ласгн D

прогрессии, имея в виду, чю в об-

у_ 
X V а* у 

7՜
а

л՜
ր

у7 н>4

о

и перемножая полученные получим разложение в рядрЯЛЫ “3F? ’
Лорана функции — в области D.

Практически проще поступить так. Полином 
член хп у1' Ь,\ Ք (0. 0). Тог ю в выражении

Р(х, у) содержит

Р x’/Z>»2(0,0)il +£) ’

(Ճ-сумма остальных членов полинома Р{х. у), деленная на член

д* у* bl Լ’ (О, 0)) разлагаем ч в ряд геометрической прогрессии, а I փ
j и ряд Тейлора и находим коэффициент с ։ ։ их произведения, умно
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1
x'y^l^Ll (0,0)женного на . Нетрудно подсчитать, что t* , , является — • - ։

линейной комбинацией значений функции / и ее частных производ­
ных порядков не выше 5— 1 ‘P-(i — 1) в точке .4(0,0).

Очевидно f.։_։ дает вычет функции ֊ր֊ относительно единствен 

кого никла пересечения точки .4(0,0).
б) = Р- , ио |а01 ¥= | ծ0 ] (пусть | а0 > ծ0I). Тогда для . и •. 

достаточно малых при , у| < տ будет

* л' I х п
>\bky <\b9 4-6<]Պ1-ձ< Vv .
fe-Օ I |Л-0

• m
Следовательно, в области D ( х <=, , y|<s. (Л/ $j|y ’< -v < 

nt
< (խ0| — 5) IУ Г ^#=0, а -֊-разлагается вряд .Торана. Коэффи­

циент с . . этого разложения можно получить аналогично преды­
дущему.

в) ~ • խ0| — ծ0 , но п — q ~ 1. Пусть а. первый коэф­

фициент, не равный ծ,. Заменой
}- ։ _ - — — \

л — х — >'"S У ՜" У ( * 0 во всем пространстве х, у)
-I» \/У[Х,у)

этот случай приведем к случаю За).

г) Наконец, если —- = ,^п| = 1^[, п=--р>\. то не уда­

ется построить даоякокруговой области ZJ, разделяющей элементы 
поверхности, т. е. не удается найти вычет относительно соответствую­
щего цикла пересечения разложением в ряд Лорана.

Аналогично случаям 2 и 3 можно рассмотреть общий случай, 
когда п точке Л пересекается несколько элементов поверхности 7Լ, 
причем некоторые из них имеют общие касательные.

§ 2. Вычеты относительно полярных циклов

Расположим полином Р\ъ՝, ֊) по степеням а՛1:

P(w, z) = С7о(г) wm -f- at(2) ww-4----- ֊ л։п (z).

Бесконечно удаленные элементы поверхности Г»(Р(к՛, z) = 0) 
лежат над точками плоскости z, в которых <7о(г)=0 (полюсы алге­
браической функции ic = -d.'(z), определяемой уравнением Р(к՛, z)— О)



и над z — эс. Роль касательных для бесконечно удаленных элементов 
играют асимптоты (конечные или бесконечно удаленные). В каждом 
бесконечно удаленном элементе проведем разрез 6. Пусть էՂ,---,է։ 
разрезы, соответствующие элементам одного неприводимого множи­
теля. Пары (/։, /..),• ■ •, (G- հ) образуют / — 1 независимых полярных 
базисных циклов: Г։.-- Г/ ։. Попытаемся найти вычет относительно 
цикла Г։ (/յ, Ճ)

Случай 1. /2 лежит в элементе, имеющем конечную асимп­
тоту. Можно предположить, что этой асимптотой является плоскость 

г-0, в противном, случае сделаем замену с = aw 4- Խ с. где 
aw + bz <• = 0—уравнение асимптоты.

В окрестности точки т = О бесконечно удаленный элемент пред- 
т է

ставится уравнением w = z շ_ո1:շ ■ 
ь-о

Пусть это—единственный бесконечно удаленный элемент, ле­
жащий над г = (>. Тогда остальные элементы поверхности Г„ лежа­
щие над т — 0 представятся уравнениями вида

k 
» п.

w — ^at}2 ' ’ 
ft-а

I * I —I O> n tlf\
При |г|<л будет v г ' "ՀՀ- Toi да в области

I k о I 
տ

D (|t|<s, 'кИ> h\ z ' ) P(w, и F ( w_. z) допускает

разложение в ряд Лорана, которое для Л=-~- можно получить так:

________________________ _________________________________________
л ' х * V / х к
ո( 1------- L.Vo,/ Հ ) ■ ո I ֊■ ֊^^'՚՛

ր-A n n i О / Г, j \ A՝ -0 /
՝ WZ «)Հ

l-iT lr-
где wr=Z ‘ . a-m. = а. причем Զ(и», г) 0 при z <Լ -
Разлагая /г в ряд Тейлора, а дроби вида 777՞ 110 степеням - и 

перемножая полученные ряды, получим ряд Лорана для функции 
Հ в области D.



Практически его легче получить из

' _ и«՛. ֊’)

учитывая. что в некоторой двоякокруговой области /Հ о:D 
----- Ղ-'— ՝., J.,, «ст(?) <|с«|. Коэффициент е , ։ раз-

V.
ложения будет иметь вид ։= у ’.,,•/՛**հւ((^ Это и даст вы- — Ա՛ :

I О 
чет относительно полярного цикла Г, 

Можно рассмотреть случаи, когда изд гонкой ? -- 0 лежит два 
(или больше) бесконечно удаленных элемента. Пусть их уравнения 
будут 

т > !> о
п Հ՝ г- ч ՀՀ , Ча՛ г х aKz ; а՛ - z х bl;z . 
й-.о

Аналогично предыдущему можно построить разложение в ряд .Лорана 
в двоякокруговой области, охватывающей оба элемента. Тогда с . ։ 
даст сумму вычетов относительно 1\ и Г2. Чтобы найти эти вычеты 
достаточно построить еще разложение в ряд .Лорана в лвоякокруговой 
области, разделяющей эти элементы. Это удается сделать подобно

.. е I >П !} - М Ո . , .случаю 3, § I, если —- - . либо при — = (#օ1 =/= 10О|.

Случай 2. /..лежит в элементе, имеющем бесконечно удален­
ную асимптоту, параллельную плоскости : =0 (в противном случае 
сделаем поворот). Пусть такой элемент единственный (случаи не­
единственности аналогичны предыдущему). В окрестности точки z - ос 
его уравнение имеет вид

”1.. _л л т . ,
. ֊>1.

««О

Остальные элементы поверхности Г3 в окрестности z х выразятся 
уравнениями вида

где ըՀ //,.
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А- = pt

k_ 

ծ")*"1

т

Тогда в области Z> ( z| > —, А*| г ।< i щ|< Л’։|гf’) P (w,. ) О. и 

/• (к՛, г) разлагается в ряд Лорана.
Так как область D, кроме данного элемента, охватывает все 

элементы с конечными асимптотами, параллельными плоскости г = 0, 
то коэффициент t’_t , даст сумму соответствующих им вычетов. Но 
гак как сумму вычетов относительно полярных циклов, соответствую­
щих элементам с конечными асимптотами, мы можем найти, то беря 
разность, получим вычет относительно полярного цикла, соответ- 
-сгвукмцего данному элементу.

Примеры

L- f^՝՝շ)
/' (.<՛•’ •- г1 — 3wz)։

Одномерное число Бетти поверхности Р— 0 равно 3. Имеется 
один базисный цикл пересечения, соответствующий точке самопере­
сечения (0,0), и 2 полярных цикла (асимптоты к՛՜՜ з՛1 =<>) Наилем 
вычет относительно цикла пересечения.

Հ/.==f(՜^ 2) . ffo. ֊) Հ. / 2 ՛/' 4

\ 3? 3w)

о ձ _ г)
Iр- Р х’--2г4-

База одномерных гомологии поверхности Р=0 состоит из един­
ственного полярного цикла. Асимптоты бесконечно удаленных эле­
ментов: гс — iz = (), ic — iz = (y. Сделаем замену sz'-f-zz —х, щ—iz--y.
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Замечание. Так как многообразие особенностей произвольной 
аналитической функции есть аналитическая поверхность, которую на 
основании леммы Вейерштрасса |1| можно представить в виде псев- 
доаолннома, то рассмотренным выше способом можно находить вы­
четы произвольной функции относительно ее циклов пересечения.

Уральский государственный унннерсшел 
им. А. М. Горького Поступила 21 V 1962

!К. Պ. Տսւժակււվ

ԼՈՐԱՆհ ՏԱՐՔհՆ 4_ԵՐԼՈՏԾԵԼՈհ ՄԽՋՕՑՈՎ- ԷՐԿՈհ ԿՈՄՊԼԵՔՍ 
ՓՈՓՈԿԱԿԱՆՆԵՐՒ ՖՈհՆԿՑԵԱՆԵՐԽ ՄՆԱՅՔՆԵՐԵ ZUMlfllb

Ifb ՔԱՆհ ԴԵՊՔԵՐ

II. II' «I» II Փ Ո հ 1Г

Դիսւարկւիւէլւե են երկու փախ էքս ականներ ի սւ/ն անալիտիկ ֆունկցիանե­
րից կրկնակի ինւոեդրւո[ների մնուցրներր. որոնց եղակիո ւ (Ժ րււնների րատյմա- 
դանա թ րոնր որոշվւսմ Լ /յ ՚ ՜.’1, i) ֊ ■ 0 հսւվուսսւրումով, որաեդ ^)“1>
պո էինոմ էտ

1հո քէ[ Հ արված, որ i‘ ~ •; մակե րևու լի}ի ինքնահատման կետերի շր9ա՝ 
կաւքոււք ե նրա անվեր? խուցերին մոտ դււրււթ րււն ունեն կրկնա շրջանակին 
տիրոէ վձներ, որոնցւուք ֆ ունկցխոն թու[[ է տալիս վհր[ՈԼ.ծոտ.մ Լորանի շարքի։ 
/Լրլ վերլուծումների <' ( դործտկիցներր էոաքիէւ են ՛լամապասւաււխւսն մնա у ր- 
ներ։ Հրվում Հ նշւխւծ լորանրււն վերլուծա11եերի որոնման եդանտկ

տեսքի ֆունկցիաների հտմսւրէ
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