
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍԱՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
и 3 в е с т и я л к л д г м и и иду к л р м о с коп с с р 
il.ql.lpu. .I.upbdu.u., .յ|ւսւ.ւ.[ա..րմ.1.ր XV. № 4, 1962 Физико м»ггмлтичсскш- науки

МАТЕМАТИКА

Г. В; Бадалян

Критерий абсолютной сходимости 
квазистепенного ряда

В работе рассматривается квазистепенной ряд

Простой контур С здесь и впредь в аналогичных случаях охваты­
вает окрестности всех полюсов подинтегральной функции.

В 1| получено необходимое и достаточное условие разложи­
мости функций в сходящийся на (0, м| ряд (1) с конечным порядком 
равномерной сходимости на |0, н|.
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В настоящей работе приводится аналогичное условие для раз­
ложимости функций в абсолютно сходящийся на (0, //| ряд (1) с ко­
нечным порядком равномерной сходимости.

Определение 1. Условимся говорить, что функция ? (է) на 
(0. м| принадлежит классу функций

ЛСТ. Х(ЛСЬ ,((), н|).

(где z >0—произвольное число, !*{.} — произвольная последователь­
ность чисел, определенная в (4) и (4’)). если при է (0, //] сущест­
вует последовательность функций 

определенная в (3) и. кроме того, если для всякого х (0. «| и 
//—О. 1, 2, ••• удовлетворяются условия

W՛ С П («' - 7,), (6)

где х։ н > 0) произвольные числя, С— постоянная, не
зависящая от п и д'.

Очевидно, что (6) равносильно выполнению условия

/•' 7 + *,
\ <01/՞ 'й<сП(«' + 7.). (6')

о
Определение 2. Назовем нижнюю грань множества дейст­

вительных чисел р, для которых ряд

/"У •/)
* =0 ՝ и /

сходится равномерно на [0. «], порядком равномерной абсолютной 
сходимости ряда

на |0, «] и обозначим сю через х.
Определение 3. Условимся говорить, что функция ?(/) на 

(0, «| принадлежит классу функций
АГК,(Л7\ ДО, «}), 

если она разлагается г: абсолютно сходящийся на (0, z/j квазнстепен- 
ной ряд (I) с порядком равномерной абсолютной сходимости х.

Определение 4. Функция ч> принадлежит классу
функций

^...(^,,(0, «)),



 Критерий лбеолютиой сходимости квазнегепенного рмдг 5

если она принадлежит классу обобщенно регулярно монотонных ня 
(О, й\ функций при последовательности |J. т. ՝. классу /?ДО, г/| 
(см |2|) в. кроме того

(7) 
/-V

для всякого и > тогда как при »» z равенство (7) не имеет места 
Число / называется порядком функции z(t на |0. м|.

Прежде чем сформулировать основной результат настоящей 
работы, приведем некоторые предложения, первое из которых дока­
зало в |2|.

Теорема 1 ./ля того, чтобы Функция գ Ц) разлагалась в 
абсолютно сходящийся ни (0. wj кпа агстеиенной ряд (1)

(?(/) Л7\(0. //|).
необходимо и достаточно, чтобы она представлялась а виие раз­
ности. опух обобщенно регулярно монотонных функций при после­
довательности чисел , . т. е. функций класса R. (0, //|

Заметим, что в этой общей теореме не обсуждается вопрос о 
взаимосвязи порядка равномерной абсопотной сходимости ряда (I) 
и порядков функций класса R (О. «|.

С целью установления такой взаимосвязи доказывается: 
Теорема 2. Для того, чтобы

,(0. «]. х>0
необхооимо и достаточно, чтобы -z(t) представлялась в виде раз­
ности двух функций *(/) и g(t), гае

?(/) Я;«), «J, £(0 .R 0. «Ь
а порядки равномерной сходимости квазистепенных рядов вида 
(1) функций у(П и g(t) соответственно были равны р и где 
р х, ч причем хотя бы в одном из этих неравенств имеет 
место знак равенства.

Доказательство. Необходимость н достаточность в условиях 
теоремы, чтобы >(/) представлялась в виде разности двух функций Ф (0 
и g(t), принадлежащих классу функций /?(<). «]. установлены в тео­
реме 1, поэтому нам остается установить взаимосвязь между чис­
лами X. р и и.'.

С этой целью заметим, что

(см. |2|).
Это »начнт> чю отрезки последних рядон мажорируются соот­

ветствующими отрезками ряда
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(12)

>’ |ал[о>я(֊.. 7Ն, (10)
л о \ " 

следовательно, порядки равномерной (абсолютной) сходимости рядов 
(8) и (9i не. могут превосходить порядка равномерной (абсолютной) 
сходимости ряда (10). т. е.

р Z. а' < х. (] 1)
С фугой стороны, если бы в (11) одновременно имели место строгие 
неравенства, то складывая ряды (8) и (9). получили бы ряд (10) ■ 
порядком равномерной (абсолютной) сходимости, равным 

max (ս. /)<//.
чего быть не может.

Этим теорема 2 доказана.
Теорема 3. Для того, чтобы порядок равномерной (абсо­

лютной) сходимости ряда 
к . .

հ (է) = У «*«•* ( ՛ 7 ) • 

где 
?(0 О». “I 

был равен /. {■/. -- 0), необходимо и достаточно, чтобы 
*Հէ) R., (0, «|.

Доказательство. Теорему докажем от противного.
Пусть порядок равномерной (абсолютной) сходимости ряда 

равен г., а
?(0 ֊Л. .,(0. «|.

где 7. =֊ z։ (z։ число конечное или
В нашем предположении возможно одно из двух:

1. 7. >хр 2. 7. <Հ /ձ.
Докажем, что оба допущения невозможны. Начнем с. первого.

В |2] доказано, что к условиях теоремы

«••» 1 + 7՜ է -г 
О С<?(л')П ------Т-(- ) '

| Հ ' \ 11 '
•Ն.

где 0<Հ.\-<Հ/<//, г>О—произвольное число. 2,= у. 1п и х: 1п и ! 
(см. |2’|, неравенство (1,10')).

Возьмем г>0 таким, чтобы имели
/. — շ > 7.։ 4- г', где г' >

Тогда, с одной стороны, получаем, чго 
/”7?я(«. О

(12)

(13)
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на [0. zz| не. стремится равномерно к нулю, тогда как при f = 2х и

п֊ ։ 1 ~ , i , 1 1 ՜ _
<՛ Գ(*)Ո- ; ) ֊՝ WTb ր-^՜ր У

՝=-i н_х \ 11 / Vil 4-Ճ-
т, <.

. 11стремится к нулю равномерно на О Հ л- • а равномерное

(14)

стрем-

ление к нулю (14) при х и է |х, очевидно.

Таким образом, первое допущение отпадает.
Пусть теперь 2) *<z։.
Представим »(0 рядом (12). где

«*>0, 0 . 7^1 < <М0, 7), *-0.1,2,...
\ « /

Имеем

0<?('Ь У ** + **("> 0 = ^.4֊/Ա (и. /). (15)
к О

Помножим обе стороны неравенства (15) на f", где z £<?Դ
Будем иметь

0<Гн?(/)<Л;.Г’;+' 'R-.(". Г).
При достаточно большом 

О С Г АЧ(/Л /)< ֊ 
—

(16)

для всех Հ£|0։ «].
Возьмем теперь է (0, п| настолько малым, чтобы имели

Это значит, что при достаточно малом /£(0, и| 
*

что опять противоречит условию
?(0 ^;.х։(0, я|.

Таким образом, доказано, что
X = хх.

Теорема доказана.
Объединяя теоремы 1. 2. 3, получаем:
Теорем а 4. Для того, чтобы
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?(/) .4 7'г,-.(О, «|

необходимо и достаточно, чтобы е>(7) представлялась в виде раз­
ности двух функций 'յ(է) и g (է)

«1. (17)
где и հ, ;? z, причем хотя бы в одном из последних соотноше­
ний имеет место знак равенства.

Теорема 5 (основная). Для того, чтобы

?(/) ЛЛ,.(О,«1.
необходимо и достаточно, чтобы - (է) представлялась в виде раз­
ности двух таких функций класса R (О, «], сумма которых при­
надлежит классу АС, > (0, и\.

Доказательство. В силу теоремы 4 нам остается доказать, 
что для

•> (О Rf. յւ (0. //]. О < и.
необходимо, чтобы

•>(0 гЛСьи(0. «|.

А для последнего утверждения нам следует в силу теоремы 3 ра­
боты |1| только заметить, что ряд

сходится н (0, «|, его порядок равномерной абсолютной сходимости 
на (0. //| не превосходит и,

7.J. 7?- О, и>4 (---- • 7 ) ->Т)

\ и /
и, следовательно, вместо интеграла

фигурирующего в вышеотмечеяной теореме, взять интеграл

[( 1)”'Ч ми"'" Л,л| = р^+1(0|/՞ Л'л. 

v :х

Таким образом, повторяя весь ход доказательства вышеуказанной 
георемы с учетом последнего замечания, получаем, что для

Հ0, п|

необходимо и достаточно, чтобы
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и „ о< |<-1)’*Ч...1(п/"+л'л <Ж. х')П(1. •'')
.V V *

ДЛЯ ВСЯКОГО Z, 7-', (7յ >/Հ
Аналогичное неравенство получаем и для с другой постоян­

ней С։(хр //), а, следовательно, и

причем

’1Д-Г *։ '։
?й.; I (О 't dt< Сп (պ, •/.') П (Ն + *')• 

»—i

где .v (0. и |, п = 0. 1. 2, • • •.

Գ('Դ И < с- ('Դ *') -г Գ (z։, Հ).
Этим георема о доказана.
Последняя теорема позволяет сформулировать аналог теоремы 

(1.6) работы |1| о разложимости функций и абсолютно сходящийся 
факториальный ряд.

Теорема 6. Для того, чтобы функция f(z) в полуплоскости 
Rec> =,r. > О разлагалась в абсолютно сходящийся фактори­
альный ряд по последовательности. чисел ■|՛. ’, определенной в (4) 
и (4'). необходимо и достаточно, чтобы она представлялась ин­
тегралом Лапласа

dt.
II 

где

?(о :.4г . (о, 1]. 1* -м
В заключение работы следует отметить, что повторяя весь ход 

доказательства теоремы (2,2) работы [11, можно доказать:
Теорема 7. Для квазианалитичности класса функций

АС. ДО. /г|
необходимо и достаточно, чтобы последовательность чисел (4) 
удовлетворяла условию (4').
Инстнгу; математики н механики

АП Армянской ССР Поступила 24 X 196։-
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Д. «Լ. Hitiquijuitfi
ՔՎ-ԱՋՒ ԱՍՏՒՃԱՆԱՅԽՆ ՇԱՐՔեՐՒ ՌԱՑԱՐՋԱԿ ՋՈհԳԱՄՒՏՈհԹՅՍԼՆ 

ԿՐԽՏեՐԽՈհՄհ ՄԱՍՒՆ
Ա II' Փ II Փ П |» ւր

եերկա աշխաաութ լսէնր uhրսւորեն կապված կ մեր 41‘ն դհան րա ց րած ոե֊ 
դսւ/լար '։" '* ",ոոն ֆունկցիանե ր Հ> վերնաւլրով հոդված դւմ շարադրված ար֊ 
դլւււն քների հեւ» ՛' mini [%}) ե կազմում !; նրանց մի մասի րնական դարդա֊ 
դա մր:

Սա ,մ ա ն и ւ ։! 1. Պալմանավււրվենր ասերս., որ О (/) ֆունկցիան (l), It. | 
լքիջակա լրում պաականւււ։! է ֆունկցիան!/րի

Ոլ. (/?> < (0. «])

դասին, եթե նա ալնաեդ պա տկանսւ մ է ընդհանրացրած ոեդադլար մոնստոն 
ֆունկցիաների դասին, և, րացի ալդ.,

lim с(/) f‘i= О, 
х~о+

LIT !*■>*' րսա որում վերջին ՝>ա վ ա ո ա րու թ լան ր ւոեդի Հանի. երր J1 7.x
L! ա .մ ան ո ւ մ ?. Պ ա լմ անավււրվենր ասերս , որ Հ5 ( ք) ֆունկցիան ((է Ա j 

միջակա լրում սրստկանում կ ֆունկցիաների

AT1>t «!).

դասին, եթե նա (ք}։ {( միջակսւլքում վերրոծէիսմ Լ դուդամեա րվադի աււ- 
աիճանա լի՛ն

V апшп (— * -Л (1)
«Го \ս )

շար.րի ■ որ ո։ ե դ

Ո յ 
£1^1* , Հր = Տ֊
Л-0 » - I •*

‘1'իրիի։լեի շարքի դադամիաութլան արսցիսր հավասար կ 7.1

U ահ մ անում 3. Պարքանավսրվենր ասերս, որ Հ {է) ֆունկցիան | (J, Ա | 
միջակա լրում պատկանում է ֆունկցիաներ ի

ձՇՆւ (ЛСт.<(0, /ф, Z>O

դասի՚ււ, եթե դոլութլան ա նի ֆունկցիաների (3,1 հաջսրդակսւնա թլանր ք աեո 
աերսա !3)) ե րավա րա րվոււք են ilnnltf։u[ ան'-.ավ ա и ա րււլթ քուննե րր,

'' / ’ • է
։Ն4+յ(/) tn ՝Կ л<сп(хчтУ)
01

որտեդ Z։ 7. >■ /, կամ ա լա էլան թ վե ր են, իսկ Հ՝~ն հա ւ/ ա ա աո։ ն I, , 4 ր ր

անկաիւ Լ fl-ից !‘ Հ~ից!
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Ա?խտաոէթլան ապացուցված թեորե՚մււե րիւյ 
Թեորեմ in. Որպեսւյի

?(0 '.-ГЛ,х(О. «|,

ան\րա<1 եշտ Լ ե բավարար, որպեէէղի Z (է)-ն ներկարոցվի որպես J (է) ե 
Հ(ք) ֆունկցիաների աարրե բու իք րււն , որւոեւք

ձ(Հ| Я:,.ДО, /Վ tf(0֊7<. kl (0, //], p X, է*' X, 
րսսւ որում վերջին տնհավասաբու թյուններիւյ դրնե ւէեկում տԽ/ի ունի ոսվա- 
.4արու իքրսն նշան:

Թ ե ո ր ե մ Ш. П րպե ո ց ի

?(/)
ւսնհրամեշւո Լ ե րսււիսրտր, որ ներկալէսցվի որպես R (0, Ա| դասի
երկու, աքնպիոի ֆ ո էնկէյ ի ո/ն ե ր ի տա ft յէհ րո ւ. իք րոն . Որոնց ւրո մ ա ր ր պատկանում Հ

ЛСт.х(0, //] 
դասին։
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