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ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ

М. А. Задспи

О течении пластически неоднородного материала 
через сходящийся канал

Равновесие идеально-пластической массы, сжатой между двумя 
нагонными жесткими плитами, впервые рассмотрено А. Надан |’. ]. 
Нз основании результатов А Падай по жестко-пластической схеме 
Р. Хилл |2| определил характер течения пластического материала по 
сходящемуся каналу. Такая задача в случае упрочнения материала, 
а также аналогичная осесимметричная задача, исследованы В. В. Со­
коловским |3).

ассмотрим задачу о течении идеально-пластической неоднород- 
I noi‘f массы через сходящийся длинный канал, стенки которого—жест­

кие, шероховатые плиты, наклоненные друг к другу под углом 2а 
к |фнг. 1). Характер неоднородности материала принимаем по стелен- 
I ному закону, т. е. вместо пластической постоянной полагаем kr՛. 
I где k и —заданные параметры. По аналогии с вышеупомянутыми 

работами, касательные напряжения на поверхностях контактов прини­
маем равным mkr'. Параметр т меняется от нуля до единицы в за- 

I еи'симости от степени шероховатости плит. Для идеально шерохова- 
■ тнх плит т = 1.
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Уравнения равновесия и условие пластичности запишутся в виде
Ժյ, 1 (Г;. Ն~ ’• — 4----—----------լ =0,
dr г (ft г

(2)

Компоненты напряжения ищем в виде

аг=Л’(г) 2ЛС|1пг— - ... շ( 1 -/=(<!) I. (3)
\ *■ / л

□։ = Л-(г)-24сфпг—у) է՛ր՛ . . . ,Ц ՛) -1 ՜
• -’ll Ml 1 ri'OI. (4) f.

՝и -*<“/(8), (5)
где

Е {- 2Ck I r՜՝Inr---- при A =* 0.
E(r) = 1 t.

Е при X = 0,

/(6) неизвестна функция от О, С = 1 - /'(0), Л՜ —произвольная

постоянная.
Выражения компонентов напряжения (3)—(5) будут тождественно 

удовлетворять уравнению равновесия (1) и условию пластичности (2), 
еслн/(0) определить из дифференциального уравнения

| (6) - 2 (1 - ).) / (6) Հ (6) - Ճ (2 4- М) 1 -р(0) / (0) = 0.
(6)

Из условий, поставленных на поверхностях контактов, к случае те­
чения, симметричного относительно оси 0 = 0, будем иметь

/(0)=0, /(х) = /л. (7)
Введя новую неизвестную функцию

/-'V՛ -to՝ 

о
из (б) получим

dW ՀԱ/|| 2(1+>.)Г-Н42. /.) J
If ■ I֊Ր

Отсюда
SW(U7)-r I -P\ (JO)

где В — постоянная интегрирования, а
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Из (10) и (12) следует, что при л(2 -Ь а) = О имеем

//(IV') =

U7 при Х(2 4-/.) = О.

[2- а 4֊ а (2 -|֊ >.) Ա7

(11)
1+А
՜2՜

1 -4-2(1 4՜ А) W
Г

1 1+2(1 ,.(2 4-Х) Ա7Ճ X 4-/-(2 4 X) №
при >. (2 /.) --feO. (12)

Соотношения (8) и (13) определяют искомую функцию /(0). В 
частном случае, когда ). = -!, имеем

/=! ւ------------- ___________1 1 4-2(1 4-Х) 117-7.(2-t-д) W’2
2_4 а ; А (2 4- А) Г 1

А-1 д(2-|-А) Ա7
(13)

W = нли (dL\ ।. рв1+/д (14)
V 1 + Bs-/։ \& )

откуда, интегрированием и использованием граничных условий (7), 
получим

sin 6; (0) _ т------
sin а

(15)

Когда л (2 >.) = 0, из (10) и (11) определяем

1 1 при а=0, (16)

Г= В-21 !֊/••
1 1 _ ր

---- - при / ֊ 2. (17) 
Д+21 1 г-

Подставив значения U” из (17) в (8), обозначив Я = 24 и проинтегри 
ровав, получим

24

20 = arc sin/ —
I 4 й—1

-===?-Аг th 1
I ւ - /Г- I

» 4-1-1
4 > 1, 

(181

()<А Cl.

* 1 л ֊ 1 arc tgl - ---- -

Используя второе условие (7), для значения неизвестной постояв 
ной 4 находим

За = arc sin т —

Для идеально шероховатых плит уравнение (19) запишется в виде
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А 'г 4 — 1
- —=• arctg I ճ—т—• Д>1,

. = (20)
4 < . _  д

----4=-- Ar th I ֊ 1-----—, О Հ /А Հ1.
)/ 1 - Аг | 14֊ .4

По этим формулам на фиг. 2 построен график зависимости а от

А. Отметим, что при а — (А =0)

/(б) = sin 26, (21)

В частном случае, для однородного материала, т. е. при Х = 0. 
из (16) п (S) получим

2(l = -arcS1n/+F^r։rC!g|. ճճ_Լ| >րւ_ե1^£;. (23) 

где .4 > 1 определяется из соотношений

г» . 2^4 , । .4 4- 1 1 1 — V 1 — niz .Ռ2а== — arc sin т ===.= arctg|  --------1 ——• (24)
V 4=֊ [ » Л-1» 1 р 1 ֊ т-

В соотношениях (23) и (24) обозначив/ —sin 2^ и приняв т = \, 
получим решение А. Надан |lj

-—Г_.Д=.... arctg( I -------—tgy\
։ j/C-P-l 41 /1-1 * J

.4 Հ .4 - 1
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Далее, переходя к пределу л —■ О и изпользуя дифференциаль­
ное уравнение (6). из выражений (3)—(5) легко получить формулы 
напряжений тля однородного материала. Гак, разделив все члены 
уравнения (G) на | 1 —/-л проинтегрировав от нуля до 0. получим 

п
Հ (0) 2( 1 >.) V !֊/»(») - 2С - 2/. + / (2 >.) | /0) л.

о
Отсюда

iim т 2(1'1 —2С = շ + շе тМ։
>••-։> л. J

о

lira /т-Ц-1 Г(?) ас = 2 _ շ v [ _ք (0) + շ Ր z (#) d, 
'• J и

Но

2 J /. 0 (0) ՃԿ - 2 J sin 2փմ0 ֊ cos 2? 4- C In (С — cos 2Շ).

Тогда из (3)—(5) будем иметь

(з .1k) — D — CJn г — ֊' cos 2 'j— ■- С In (С cos2'b), 
՝ Г Q <յ • ։/

= Ճ) — С In г —i- cos 2?---- i-C hi (С — cos 2ձ),

(•лб/^5) .о~ sin = const, С = const.
Эти формулы получены Падай.
Полагая, что нз некоторой поверхности ՛՛ R внешнее давление 

13йестно 2р(^), можем написать

о
cos р (0) cos (jd(t P.

0
(25)

Из (3) и (25) при /.доопределяем

Е=
Sina

kR‘
/.sin а

։(i i֊/’(&)cosМ/ |.(26) 

0
,?< cos a ՚

о
Уравнениями линяй скольжения для рассматриваемой задачи будут

г ехр 1 ±/(0)
1 +/со

const (—а<-6 < а). (27)

Исходя из предположения несжимаемости и условий совпадения 
равных осей напряжения и скорости деформации
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Г" ------ ' 1 - ■ ■ - —— ■ ---■-М - .

. X e Q —Դ __ Դ — со
ժր ր՜ ֊ . 2:.

аналогично |2| находим

a=4r12) . g(9)«g(0)exp շք -
ր .ill -/=(«)

о

В случае /• - — 1 и т -- sin а из (15) имеем 
/(O) = sinO.

(28)

(29)

(30)

Тогда выражения компонентов напряжений будут иметь простой 
вид

в = Е Ч- —• cos 0, з. = 2: + — cos О, 
г г

sin о, 
г

Е = Р - 'ձ-
sin a 2R

COS а փ а

Sin s

Уравнения линий скольжения имеют вил 

г (1 4- sin 0) 1 = const. О < 0 •< а,

г(1 — slnO) ՜ ' = const, — а<0<0.

Характер течения определяется выражением 

£(&) = g(0)cos։0.

(31)

(32)

(33)

Аналогичным образом можно рассматривать задачу о расходя­
щемся канале. Для этого случая следует поменять направление ка­
сательных напряжений на контактных поверхностях и изменить знаки 
перед квадратными корнями в выражениях (3)—(4).

Институт математики и механики 
АН Лр,минской ССР Поступила 21 XII1961

U*. 15.. fttuqnjiufi

ՊԼԱՍՏԽԿՈՐեՆ ԱՆՃԱՄԱՍեՌ ՆՅՈհԹՒ ՃՈՍՔԸ 
ՍԼՍՏՒՃԱՆԱՐՍւՐ ՍՂԱՑՈՂ ԿԱՆԱԼՈՒՄ

Ա Ս Փ II Փ II Ի Մ

երկու կոշտ, միմլանց նկտտմ ամ ր թեր, սալերի ուտունj>m մ fit} ևալական֊ 
սրտւ/ւսիկակուն tjանդված(է հավասարակշռութՀՈ&ր առաջին անզամ rn unitilnu֊ 

սիրել Լ I/,. հադաին ! /1."
//'. ՀիքԼք1 [2| օդսւվհլուք ա րլ արդ/ուն րներիէլ որոշել է նլաթի հոռրի 

րնոպթր նեղացող կանալում (ղծ. ՜1)ւ
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’/.« Ս ոկոլովոկին [ 3; ու uni մնա и իրն / է; ա /դ ( ին չպե и նաև աոանցքա֊
ևտքէիկ) խնդիրր նյութի ամրապնդ ման դեպքում:

Ս.լս հոդվածոէ մ ուււոլքք1ււււոիրվա մ Հ նման խնդիր պ/աи աիկորևն անհսւ- 
մասևէէ նյա թի վերաբերյալ: Պլաստիկական чип տա ա ան ի էիրրքսարեն րնդսէն՝- 
վում Լ kr . էէրաեդ k և ք հայտնի պարամետրեր են:

Լար ու մեերի րաղադ րի<նե րր նե րկա յա դնել ով (З)-(Г,) ւոեи քոif, րավա֊ 
րւււրամ ենք հավաււարակշռու թ քան (1) հավասարւււ 11եերին և պլա ւաւքւկու- 
'Jtiii'b ՝2ք պայմանին, եթե անհայտ /(Պ ֆունկցիան որոշվում Լ՜ "է՝~ 
էթային ււիֆեքւևնւքիսւք հավաւււււրումից: Օդտվե/ով (8վ նչանակւււմիւյ և (7J 

եււրային պա յմաննե քւից ոտանւււմ ենք ' աքէմեքր քաււ ակա и իա gut tUth րքւ
ւքի^ոէքովէ ; ■ քւ որոշ արմև քների դեպքււէ ii (/. =■ — ՜’ , — 2) ստաքյվու մ են պարպ 
սւրրքքունյւնեքւ: հրր ?. = (), այսինքն համասեււ նյւ>է.թի դեպքում'. ստանամ ենք 
Նադաքւի րանաձեեfifiէ

Սահքի դծեքվւ հավա и ա ft ո t.'llil, fifi անհամասեււ նյաթի դեպքում ունեն 
f27 i տեսքքւ

Սդսէվելով նյութի անսեղմելիության պայմանից h կո շա • պ լա и ա իկական 
Jntpdhft սխեմա քից որոշված ի աեղ աւիս քէէման արադությունր ( 20վ հասսւա֊ 
տունի ճշաւււ թքամր:
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