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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. С Космодамнанскнй

Кручение и изгиб поперечной силой ортотропных 
стержней с полостями

Задача о кручении и изгибе поперечной силой эллиптических 
или круговых стержней с эллиптическими или круговыми полостями 
приводится, как известно, к аналогичным задачам для изотропных 
стержней с полостями, поперечные сечения которых получаются из 
залзнийх путем аффинного преобразования |1|.

Для случая кручения эллиптического изотропного стержня, 
ослабленного одной эллиптической полостью. ,1.. И. Шерман получил 
интегральное уравнение Фредгольма, решение которого привело к 
эффективному построению искомого решения [2].

Учитывая результаты указанной работы Д. И. Шермана, мы 
Строим приближенное решение задачи о напряженном состоянии орто
тропного стержня, ослабленного несколькими полостями, при его 
кручений и изгибе поперечной силой. Эта приближенность получается 
за счет неточного удовлетворения граничных условий. Погрешность 
полученных решении выяснена путем вычисления напряжений в от
дельных точках контуров, где напряжен ия заданы.

1. Рассмотрим эллиптический ортотропный стержень с (л— 1) 
глиптическими полостями. В поперечном сечении стержня полуоси 
внешнего эллипса равны а и Ь, а полуоси внутренних—ak и ծ,. 
1* 1,2, ..,л —1). Расстояния от центра внешнего эллипса до центров 
внутренних эллипсов равны /*. Контур внешнего эллипса обозначим 
через L. а внутренних- через А* (фиг. 1).

Стержень закручивается моментами .VI
Задача о напряженном состоянии такого стержня сводится к оп

ределению функции напряжений ф, удовлетворяющей уравнению 
ОН, стр. 149).

(Ft / 1 I \
(||)

При этом на контурах поперечного сечения стержня ф = Ск. где С\ 
постоянные, разные на разных контурах.

Угол закручивания » определяется из уравнения



38 А. С. Косчрдамианский

Здесь интегрирование ведется по площади поперечного сечен 
стержня.

Определив функцию О, неравные нулю напряжения 
формулам

v-« ду
Ժ0
дх '

Внедем новые переменные

•'•1 — Х<

В этих переменных уравнение (1.1) примет вид

дх <Vj

շ.
= ֊26՝Л

Отсюда видно, что задача о кручении ортотропного стержн 
приводится к задаче кручения изотропного стержня, поперечное се

Фиг. 1.

пение которого получилось из заданного 
путем аффинного преобразования (1.4). 
В частности, стержень эллиптически 
(или круговой) в преобразованной об
ласти также будет эллиптическим. При 
этом в его поперечном сечении горн 
зонтальная ось останется без изменения, 
а вертикальная увеличится или умень
шится в зависимости от значения коэф
фициента 3. характеризующего аниз 
тропию рассматриваемого стержня.

После определения в преобразованной области функции б(л'р у։) 
напряжения следует находить по формулам

д'Ь
՝

ժձ
՜ Ժ՜Հ

Для определения жесткости ортотропного стержня имеем урав
нение

1 = М-

В преобразованной области напряжения и ту։.։ 
через функцию ՝'; (хг у,)

<Ъ’։ * ‘

Из (1.6) и (I 8) следует, что

3G# Ն.:. = Գ4.

(1.3

(1.4

(1.5

выражаются

найдем к

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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Подставим, далее, (1.4) и (1.9) в уравнение (1.7). Получим

В у ( ( А-1 Урх,.-,) fZxi<Vl ~ М‘

Отсюда найдем

Գ* . D = [ j УЛ,,.-,) rf*»<vr

(1.10)

(1.11)

Здесь D - жесткость изотропного стержня, поперечное сечение кото
рого получается путем применения соотношений (1.4).

Сначала мы решим задачу о кручении изотропного стержня, 
используя теорию Н. И. Мусхелишвили ([3], стр. 518). а затем по 
формулам

= 22;И ՜ = М ֊’՝•՛■ /У ’՝>•■*՛ 'у:< D U-V։՜՛ (М2)

найдем напряжения, возникающие в ортотропном стержне.
Задача о напряженном состоянии изотропного эллиптического 

стержня с (п — 1) эллиптическими полостями приводится к опреде
лению функции комплексного переменного F(z), регулярной в об
ласти поперечного сечения стержня. Эта функция определяется из

ицих граничных условий (|3|, стр. 524)

/’(О- / (/) = itt -Ст, (1.13)

где է аффикс точки на одном из контуров поперечного сечения 
стержня, а Ст — постоянные (w ֊ п 1).

Функцию F (?.) можно представить и виде |2|

ОС 11 <Х /1
Р(г} 5! <։*₽* (։)+Я 55 ——=£5 г-u-or (1-14)

Здесь ak и Ьтр—постоянные коэффициенты, Рь(г) полиномы Фабера 
для области внешнего эллипса, расстояния от центра внешнего 
.-л.’.нпси до центров внутренних, а функция ' связана с z следующей 
неявной зависимостью

(1.15)

। :՛: /?я и тг;—постоянные, характеризующие размеры внутренних 
эллипсов и их взаимное расположение.

Как и в работе (4|, будем искать приближенное решение постав
ленной задачи в виде

» г: »
5(2)= 2 у

fe-0 т 1р —1

Ьтр
Ur (1.16)
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При рассмотрении граничного условия па контуре // введем 
преобразование 

а на контурах Lm

t г ռ ( nlm \ а„, 4՜ <*т —+ Ջ„=֊^֊շ֊—• £j=-. (1.18)

Здесь з — е1'1 (0 - полярный угол).
Учитывая преобразования (1.17) и (1.18), граничным условиям 

можно придать следующий вид

/(о) = Л К (с)| - ЛЩо)| -it (о)7(з)- Ст 0. (1.19)

Потребуем, чтобы функция /(о) была ортогональна к первым п 
функциям з ՜ (п о. 1. 2.--.). которые представляют из себя полную 
систему функций на контуре единичного круга у, где определена пе
ременная а. Таким путем мы при приближенном удовлетворении гра
ничных условий, как и в работе |5|. применяем основную идею ме
тода Б у б и о в а ■ Г а л е р к и и а.

Тогда для определения искомых постоянных получим следую
щие соотношения

ք|Խ)||-//(?)/(з) ՞ԺՅ 0. (1.20)

При внесении в формулы (1.20) выра
жений / [^('з)| следует воспользоваться вы
ражением (1.։6) и преобразованиями (1.17) 
или (1.1 ) в зависимости от того, для какого 
контура мы рассматриваем граничное условие.

2. В качестве примера рассмотрим круг
лый ортотропный стержень с двумя круго

выми полостями (фиг. 2).
Для решения задачи о кручении такого 

стержня необходимо рассмотреть, как это 
следует из п. 1. изотропный стержень, попе
речное сечение которого будет являться эл-

տ липсом с двумя эллиптическими отверстиями
Фиг. 2. (фиг. 3).

Следует подчеркнуть, что задача о кручении ортотропного эл- 
литического стержня с эллиптическими полостями также приводится
к рассмотрению изотропного эллиптического стержня с эллиптически
ми же полостями. Новых трудностей в этой задаче не появляется.

Для рассматриваемого стержня функция /՛՝ (г) примет вид (4]
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_1
)1‘ г

(2.1) 
Для сплошного стержня точное решение задачи о кручении 

эпического стержня получается, если положить

/■■(г) = <Х^=-Ь -?£)■ !2 2)

Поэтому при решении аналогичной задачи для стержня с полостями в 
1-ом приближении в выражении (1.16) естественно принять v = 2. 
Тогда

■ + “'-| 1ч(։-ВД' +'К<«+<;>!•(■ |гЛ

------При рассмотрении граничных условий
>0 на /Հ мы воспользовались представлением

* ւ-՜у функции 1՚[ն(շ — /')|Л в виде

ւ/1Կ(* + Ո1* = S-W^֊֊O, (2.4)
Б у т=1

։|>нг- где РтЬ—полиномы Фабера для эллипса 1.\.
•ициенты определяются по формуле ([6], стр. 422)

^тЬ ~ 2тЦУ З'л-т« ՛ (2.5)

т
Здесь учтено преобразование (1.18).

При рассмотрении же граничных условий на L функции 1,Հ։ и 1 ... 
складывались в ряды Лорана.

После проведения указанных разложений и интегрирования, со- 
ношенкя (1.20) приведутся к алгебраической системе вида

/ձ R֊
Հ (1 + «•-) + 2/ -i 1>\ ֊■֊ 2 />-г = R-m,

I 1 5 < (2'6>
/ 1 \ R- R-m,

Во втором приближении в выражении (1.16) примем v 4. Тогда 
гебраическая система для определения искомых постоянных будет



42 А. С. Космодамианскнн

R R2
<Հ (1 т ms) 4- 21 b\ 2 = Rsm,

Հ(1 յ.Հո^)4.շ/-^; /,;jR4-W1(3R?-R2) mR֊\ +

R՝ RI R*
т 21Հ Հ, |3/= + 2m. (/?•- R֊’)| 6/ ֊Հ։ Հ 4- 2 R\ b\ = 0.

֊1 ՜թէ a՝2 ՜է b\ ( "Pj Al՜) -t-412^-՜ +

+ Հ^։ (4PR, ■ l2m1R;-Sm/?,/?։) = //?11

/?;/«’■(< - 4m<) 4-2 ֊;֊ RI (3/։ + 2m։Rf) - 4Ո»;

/ 1 \ R}m.^?\ "I՜ ) ՜1 ZW?։ = । m2 ’

R?՛ / I \R՛’ ճ| ՜*՜ z^32/?2 ՜է ( J _ мз 'bay H՜ ^з-Aj= ^’

R’ / 1 \
յՀ\ (1A I -'Լ-յծ? -- ծ՝ լ լ [ I .։lu ) =։(),

Определение коэффициентов, не влияющих на напряженное со
стояние стержня, мы здесь не приводим.

Для определения жесткости стержня воспользуемся формулой 
Н. И. Мусхелншвилн ([3], стр. 529)

D = ?(J+D0), (2.8)
где
յ՜= 4?1 ս>2(3)։»(3)</<"(-’). ^օ՜ : /՝(«)] ^ («(’) «»(«) !•

(2.9)
После некоторых преобразований в I-om приближении будем 

иметь

J=T2 R‘(l ֊ ^) —n|2?iRf(l-m?)4֊^(l֊/n{)|, (2.10)
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В рассмотренных нами примерах жесткость во 2-ом приближении 
незначительно отличается от жесткости, полученной в 1-ом прибли
жении. Поэтому выражения для жесткости во 2-ом приближении 
мы здесь не приводим.

Вычисления для напряжений в наиболее интересных точках по

перечного сечения стержня были проведены для £ = I и Й = ֊ •

15когда I'Ja — . /'•(/։ —1.5. Для этихԺ.0 ‘
девы значения постоянных a'j и Ь'. а в
женин т - » - Вычисления длял • ւ •’•ւ **• I
проведены на основании формул (1.12), 

случаев в таблице I приве-

таблице 2—значения нанря- 
напряжений и были

где (|3|. стр. 525)

(2-11)

а напряжения т7.։ определяются через напряжения т и հ

Таблица I
cos ՜’՜ Tv.- ,cos (ЛУ)- (2՝12)

s Прибли
жения

Коэффициенты

°Ջ Հ •• b\ }j:i

. 1
•2

l-oe 
2-ое

1.880
1.876 0 

0.052
0,623 
0,635

0.030
0.027

0 
—0.006

0 
0.001

1 1-ое 
2-ое

-0,365
—0,368

0 
-0.072

1.436
1.4-13

0.080
0.086

о 
-0.013

0 
0.006

Таблица 2

Прибли
жения

Точки
Ի попрчж.

- к Е Л С D /И В

loo-у. 1-ое 1.423 0.106 0,010 0.758 2.879 1,994 1,198 0
А1 2-ое 1.421 0.136 -0.001 0.785 2.829 1.858 1,236 О

1 100:1Հ. 1-ое 0 0,115 -0,404 -0.769 0 0 -1.202 -1,478
-• Л! 2-ос 0 0,134 -0.410 -0.785 0 0 -1.239 — 1.437

Ж,, 1-ос 0 0.007 0,010 -0.008 (1 0 -0,003 0
Л! 2-ое 0 (Է001 -0,001 0.0002 0 0 -0,002 0

1-ое 0.713 0,369 0.020 1.038 2,022
2,038

1.961 1.185 0
Л1 2-ое 0.682 0,398 -0.004 1,053 2,002 1.157 0

1 1-ое 0 0,384 -0,340 —1,059 0 0 -1,170 —i;s3b
Л! 2-ое 0 0.391 -0.339 -1.050 0 0 -1.147 -1.569

l(Xhn.п. ։ 1-00 0 - 0.008 0.020 -0.015
0.002

о 0 0,011 0
Л1 2-ое 0 0.004 -0.004 0 0 0.007 °
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Значения . вычисленные в выбранных нами точках, позволяют 
оценить погрешность в удовлетворении граничных условий. Из та
блицы 2 видно, что значения тя, . вычисленные во втором приближе
нии, составляют менее 0.5% от .максимального напряжения, возникаю
щего в стержне. Это говорит о высокой точности полученного ре
шения. Сравнение напряжений, вычисленных в 1-ом и 2-ом прибли
жениях, позволяет оценить быстроту сходимости примененного ме
тода. Это сравнение показывает, что уже 1-ое приближение приво
дит к достаточно точным 

Для эллиптического
результатам.
изотропного стержня с твумя эллиптически

ми полостями. (1 а1 пкогда . - , = 2,
ծ Ь,

напряжения ' . и можно УЧ -'-I
найти путем использования таблицы 2. Для гои цели нужно значе
ния напряжений . приведенные в таблице 2 для —-i-. умножить 

на 2, а т на 4.Л-1
Таблица 2 устанавливает также влияние анизотропии на концен

трацию напряжений в рассматриваемом стержне. Известно, что на
пряжения в сплошном анизотропном стержне получаются такими же. 
как и в изотропном стержне той же формы (|1|, стр. 153). В стержне
же с полостями анизотропия заметно влияет на напряженное состояние. 

В изотропном эллиптическом стержне с двумя эллиптическими
пол остя м и к о н це нтрацн я напряжений получается примерно такой же.

как и в сплошном стержне. Здесь при
менение полостей при уменьшении веса 
стержня не вносит заметного увеличе
ния концентрации напряжений.

3. Пусть эллиптический ортотроп
ный стержень С шумя эллиптическими 
полостями (фиг. 3) или круглый стер
жень с двумя круговыми полостями 
(фиг. 4) изгибается силой Р.

Задача о напряженном состоянии 
такого стержня приводится к опреде
лению функции напряжений փ։. удов
летворяющей уравнению ([1], стр. 219)

tl-w ->’•> -г «V, ։ < = — , Պյ* — 20 4- а., --г՜■— —֊ (3.144 dx~ 5 dy3 J * ” dx о у
и граничным условиям

■ւՀ՝՚> -i- հ,- (3.2)

Здесь Tj и частное решение уравнения
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а <Հ-постоянные.

!
~ Напряжения, возникающие в стержне, представляются в виде 

л Р3r^3v=>y=0- 3,.=-֊ J ^У,

(3.4)
է -^Lj- - e_^»

- ду ՜* ~ дх ‘3’

В работе (I] показано, что функция напряжении փ։ может быть 
выражена через функцию обобщенного комплексного переменного z3

6։-2Re^(?,)l 4-%. (3.5)

где ֊֊частное решение уравнения (3.1).

г։ = л4-|3у, (3.6)

Функция Փյ(Հյ) определяется из граничных условии на контурах 
отверстий поперечного сечения стержня

տ
2Re [Фа(с3)| = ст - % |- j* (t.dx -4dy). (3.7)

о

После определения функции փ։ касательные напряжения опре
деляются по формулам

Н -.Х!> = 2Re [։?ф; (г,)] - + ն.

(3.8)
■ s„=-2Re[0;wi֊^- + v

Примем

tx = 0, -2 = ~ у2. (3.9)

В рассматриваемом случае, в силу геометрической и силовой 
симметрии крутка Ո равна нулю. Эго позволяет частное решение (3.1) 
представить в виде

Ր а’^=“ к5- ’̂3- (31°)
•' “55

Граничное условие (3.7) примет вид

2Ке[Ф,(-։)| = с'« + 4- ayxr^֊\rdx- (3Ա)
J “55 J
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Касательные напряжения определятся формулами

,-2Re [,Ж (?,)]-?£ “-I’-xy. 
•' “as

Р / а \֊ - 2Re [Ф, (ZJI + эт / (։ + 2 ■
\ '*55 /

(я.12|

Функция Փյ(2յ) определена и области, изображенной на фиг* 3. 
Эта область получается из поперечного сечения рассматриваемой 
стержня путем аффинного преобразования (1.4) таким же образом 
как и в задаче о кручении такого же стержня.

В данном случае функцию Ф,(г։) можно представить в виде |7

ф, w ֊ ճ+$», [—' I.
Ճ \ •*' .*7, *1 к,[с,(». + /;)1‘1

(3.13;
Здесь С. Հ и ч5 связаны с гл следующими зависимостями

2յ ф । ՀԼ), ,а .ն и; -/?Հ

(3.14>

m «.“-fTF'Л = Т<1+^' = с
Для сплошного стержня точное решение задачи об изги1 

стержня поперечной силой получится, если принять

ф. fe) = <։. Ք) + «> ( С’ + ֊^) • (3-15)1

Поэтому при рассмотрении стержня с полостями мы в 1-ом 
приближении для функции Ф3(г3) примем выражение

Поступая таким же образом, как и в задаче о кручении стержня, 
лля определения постоянных а и мы получим алгебраическу։ 
систему вида

«։(1 4-m) | 2 ծ, = ֊£ yd+ "■)(! ֊"O'֊ (֊֊^ + 

op К2
«,(14- 4- b,^' (Ր - mR' + m,JP) + 4ft:/ Ւ 2b, =



Кручение и изгиб ортотропных стержней с полостями 47

R R / 1 \
-п (Պ ֊ Зетц3) 4- За3 -hJ- (Z։ 4- /л։Я;) 4- ծ, ( . - }- Л։։) - b..An 4-

/х \ ։ ՜ր՜ '**1 /

Р л / аи 3 \՚ +^=֊4Լ(1-'ո’)4^-+2յԺ՛

№ ( i . \
3«? -кг 4՜ Мм ь ծ. ( — Л22) 4- ծ3423 —/\ \ I -у- Z/Zj /

8J 1
/я, (3.17)

Ւ т]
Պյ. _|_ 1
<?4.յ ’ 6[1г ,

Решение этой системы

мн провели для случая.

и определение касательных
1

когда aulau յ()-» с =

напряжений 
1=1.5. 
«1

1\ 1,5
u = 3j 2 ’

Вычисления напряжений в 1-ом приближении показали, что гра
ничные условия достаточно хорошо удовлетворяются на внутренних 
контурах н значительно хуже на внешнем контуре. Поэтому во 2-ом 
приближении мы приняли

1 
г-։(г3֊/;)|е

(-1Г1 I
Խ*3 + /։)1* 1

(3.18)

В таблице 3 для этих двух приближений приведены значения 
постоянных ак и 1>к, а в таблице 4—значения для напряжений в тех 
же точках, что и в задаче о кручении стержня.

Таб лица X

1 Прибли
жения

Коэффициент ы

ճյ flj bl бг

1 1-ое 7,125 —0,734 0 -2.791 0,188 -0,016
• 2-ое 7,135 -0,733 ֊0.122 -2.815 0,181 ֊0,011

1 1-ое 9.052 -0.092 0 -2,711 0,154 -0,043
2-ос 9,054 —0,092 0.0-17 -2,714 0,151 -0,045
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Таблице <
A ր E 1 о ч к и
с. =a ո

П
ри

 
ж

е О .4 К £ Լ С D В

J 1-ое -11,38 20,076 -3.276 -0,007 -3,414 -14,595 —4,340 -1,671 О.՛»}
P ՜ V*, 2-ое -11.37 20,037 ֊3.321 -Ս.005 - 3,480 -1-1.693 —3.674 -2.092 0.11»

1 J 1-ое 0 0 3.291 0,721 3,268 0 0 1.860 0
շ !> 2-ос 0 0 -3.334 0.685 3,480 0 0 1.935 0

յ_ - 1-ое 0 0,011 -0,007 ֊0,103 0 0 0.133 -n.-Jhl
P /J-| 2-ое 0 0.0 -0,005 0,0003 0 0 -0,111 (1,111

յ — 1-ое —10,460 -12,<Н5 -5.087 0,037 -5,461 -10,503 -6,531 ֊2,300 o.ia
P 2-ое ֊10.464 -12,923 -5.083 -0,038 -5.450 -10.570 -6,671 2,300 и. ел

1 յ • 1 -ое 0 0 -5.160 1,300 5.485 0 0 2,143 о
1> ■V.-, 2-ос 0 0 -5.171 1,28! 5.475 и 0 2,276 0

J 1-ое 0 0.052 -0,037 0,017 0 0 -0.111 0.10
P Л.-, 2-ое 0 0,062 -0.038 0,018 ° 0 -0,017 -0.02?

Здесь наибольшая погрешность з граничных условиях во 2-ом прибли
жении не превышает 0,5%.

Таблица 4 позволяет установить сильное влияние анизотропий 
для стержня с полостями, в то время как для сплошного стержня 
это влияние незначительно (|1|, стр. 226).

Саратовский Государственный университет
нм. И. Г. Чернышевского Поступила 25 1 1962

Ս.. Ս. Կւււէւքււ^ււււ(*իւււհււ1{|>

ՒՈՌՈՋՆեՐ ՈՒՆեՑՈՊ ՕՐ^ՈՏՐՈՊ ՋՈԱՐՒ ՈԼՈՐՈհՄՆ 
ՈՒ ԾՌՈՒՄԸ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ՈՒԺՈՎ

Ա Ս' <1> 0 Փ II Ի Մ

զոդվածում տրված / մի րանի իւոոո}նե րով ու/Ш րված օրթոսւրււպ
ձողերի' լա լեւսկան ուժով ոլորման ու ծոման իէնղրի մոտավոր լուծտմրւ 
Եդրալին պա լմաններին բավարարելիս օդաադործվել է Р արն ով-^եա լերկին 
մեիքոդր:

Ու ոոէ մնաոիրված Լ՝ ան ի դո տ ր ոոլիալի ա ղդե րյու ի) լան ր դիտարկված ձողեր 
լարուն վիճակի վրա:
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