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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. Ц. Гкунн

О параметрически возбуждаемых колебаниях 
слоистых анизотропных гибких оболочек

Рассматривается задача о параметрически возбуждаемых коле­
баниях гибких оболочек, составленных из произвольного числа одно­
родных ортотропных слоев. В основу ставится теория слоистых ан­
изотропных оболочек, предложенная С. А. Амбарцумяном |1. 2].

Нелинейная задача о параметрически возбуждаемых колебаниях 
оболочек впервые была поставлена в работе [3] для сферической 
панели. Указывается, что характер установления резонансных коле­
баний оболочек качественно отличается от характера установления 
резонансных колебаний пластинок. Аналогичные задачи для симме­
трично-собранных слоистых анизотропных пологих оболочек двоякой 
постоянной кривизны и пологих оболочек вращения рассмотрены в 
работах |4, 5|, откуда, в частности, получаются задачи для слоистых 
анизотропных прямоугольных и круглых пластинок. Следует отметить, 
что результаты работ [4, 5] приемлемы для весьма пологих оболочек 
только в том случае, когда нелинейность слабая и не может су­
щественно изменить гармонического характера движения.

В работе |7| обстоятельно рассмотрена нелинейная задача пара­
метрически возбуждаемых колебаний пологих оболочек.

Исходя из предположения, что при прогибах, сравнимых с тол­
щиной оболочки, симметричная форма волнообразования нарушается 
|9|, в работе |8] рассматривается задача о параметрически возбуж­
даемых колебаниях замкнутых цилиндрических оболочек, Па основе 
[101 доказывается, что, если /? <Հ 0,8464 А. то возбуждение является 
«жестким- |3| и определяются нижние критические частоты. В слу­
чае же. когда >0.8464/гА. возбуждение является „мягким1* |3], 
т. е. динамический хлопок невозможен. Здесь R радиус, /. — длина 
оболочки, п—число полуволн на окружности.

В работе |11| рассматривается влияние безмоментиых деформа­
ций на области параметрических резонансов. Уравнения, полученные 
8 работе [II] можно использовать для рассмотрения одновременного 
воздействия вынужденных поперечных и параметрически возбуждае­
мых колебаний. Укажем, что работа [II] является обобщением на 
случай оболочек некоторых результатов, полученных в [1’2]. В работе
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|13] показывается, что нелинейно-упругим слоистым пластинкам при­
сущи некоторые особенности, характерные, вообще говоря, для обо­
лочек.

Исследованию задач динамической устойчивост гибких слоистых 
пластинок и оболочек на основе уточненной теории посвящены ра­
боты |14, 15].

Работа (16] посвящена исследованию статической устойчивости 
несимметрично-собранных слоистых ортотропных гибких оболочек.

1. Пусть а и քտ являются криволинейными ортогональными коор­
динатами. совпадающими с линиями кривизны координатной поверх­
ности. Հ-расстояние по нормали отточки (а. ?, 0) до точки (а ;Հ •<).

За координатную поверхность принимается внешняя поверхность 
выпуклой стороны Оболочки.

Считаем, что плоскости упругой симметрии материалов каждого 
слоя перпендикулярны к координатным линиям а. խ *.

Предполагается, что для всего пакета оболочки в целом спра­
ведлива гипотеза недефор.мируе.мых нормалей.

Поступая обычным образом |1, 9], получаем следующие уравне­
ния движения и неразрывности
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М<? է-удельный вес у-го слоя, Հ - расстояние у-го слоя от ксо: ди 
нагнои поверхности оболочки.

Для усилий и моментов имеем (1|

Л ֊ Գ։4 +■ ('ւշԿ *’։րն -т- К,-/...
7 2 "•= С12<։ 4՜ ^12Հ1 ՜՜ A'2jX2.
•S’ cw<n 4- AV-

■ (1.10)
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^формации срединной поверхности выражаются соотношениями (9]
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ди dv dw dwZV - - •)•  — ՝
ai di di <fi
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которые удовлетворяют уравнению неразрывности (1.6).
Пренебрегая тангенциальными составляющими сил инерции* и 

представляя усилия 7\, 7. и S посредством функции напряжений сле­
дующим образом

՜ Необходимо отметить, что. вообще говоря, пре небрежение тангенциальными 
состаюяюшимн сил инерции и сохршеннс инерционных членов типа и Հ- 02dt! didt- 
uv t rporo. Эго сделано с целью получения результатоа в замкнутой форме.
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(при A ֊ } — 0), тождественно удовлетворим первым двум уравне­
ниям .равновесия (1.1) и (1.2). На основании (1.14)-(1.16) из урав­
нений (1 31—(1.6) получим следующую разрешающую систему диффе­
ренциальных уравнений движения

Ժ’<? . , Ղ 0՝^
йп ~ 1 ՜+ («<։՛։ “«։֊■) . . . «;

оа1 dr O f ԺՅ’
. д-w , a2w 

T fii , , . -of dr
a'w

II drOf of

() ° W Q °՝W (PW (Г՝К 
1 dx-ծՐ 'd'fdi' di1 of -О, (1.17)

(«ո ֊ О?,) ֊“' ֊ 2 (0„ - D\. 2DK 2IA) -^՚ (£)., - £>?,) -
ordf df

df ' dr

Л-
di-

- /Հ, — ֊ . i p .. p _ op \ ,9__t____ p d __’•I . . I' iv . ' 2։ ne,) „ , ft Ոճ ^77 — dr dr o f d f

d՞’? 9 օ՝ԼԼլ a z (fw ժ-'с ,

ՕրՕէ

Of ԺտԺՅ

- (Q* — w .) u -r- (m. 
՜ Of Of

Of dr

- Հա։ - k.m.) — •• 
or

е)гк՛ (У гг.՝ 
՛ mi ղ •ar dt‘

d w д2гг՛ 
д(~

0. (118)

где введены следующие обозначения
Գ։ճ„«= —a. 
2 «.= -֊;■ 2 = cncK֊c;. (1.19)
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В системе (1.17), (1.18). заменив Z (а, В, /) выражением [12|

Т?(։. fl, + 3. ОЪ (1-24)

подучим уравнения динамической устойчивости оболочки.
2. Пусть прямоугольная в плане (аХб)оболочка радиально оперта 

по четырем краям. Представив решение системы уравнений (1.17) и 
(1.18) в виде

w(a, 9, Ո =/mn(/) sin 1яа sin

9 (я. 3, /) = Фтй (Osin/.flaslnjxw^ (2.1)

>֊л — «՜/ճ nir.jb,

тождественно удовлетворим граничным условиям.
Применяя к системе уравнений (1.17) и (1.18) вариационный 

метод Бубнова-Галеркнйа, в силу (1.24) и (2.1). для определения 
/пл(^) получим следующее нелинейное дифференциальное уравнение 
с переменными коэффициентами

-/гае '•тп-'тп/тл | 1

Здесь

-ОТ- 7ГМ]/ _а р +₽ р =0.-p’titi J гпп ntnJ тп 1 mnJ тп
(2.2)

ческие значения

S ^тп и> = — -
ПП МтЛ

■րքՈՈ __

•п
-тп &гнп
- Х :• т

(2.3)

цетственно частота собственных поперечных колебаний и крити-
7? и Й при их независимом статическом действии,

16ХлРя, թ,1Հ ч- *ն՜Հ ւ\Հո - (Հ, 4֊ />„, 2^ս)).ՆՀ .
йЛ/ИА.։л 4֊ (й’ео “^j.j) 4֊ Վ>*

(2.4)
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где
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ап'-л 4՜ ---- 2й12) Хн (Х^4՜ ^22

Mmn = rn0 4- (/г։ 4- Ar2) m. 4֊ (Հ 4֊ rf») - (Q').J 4֊ Q" |Հ) -
3 Iboccnix АН, серия фнэ.-ли:. наук, X; 3
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(^ւ՜5 2^*1շ) ք՝Ո '~'П ՜ $‘22 ՚Լ^

Пусть усилия, характеризующие невозмущенное состояние 
изменяются во времени по периодическому закону

Т?= Հօ 4֊ Հր cos 0Հ

Тогда уравнение (22) примет вид
f — if7 4֊ Զ= (1 - 2р cos 0/) / - а/= |- 3/֊’ = 0.

(2.8> 
оболочки

(2.9)

(2.10)
где

Զ: — о>: Ло'/к+Л-7՜’..

р-

\ 7ՀՂ

1 Tur2, + TitT}

(2-Ц)

շ ՂՂ- ЛоЛ~7г07>
(2.12)

Индексы т и п опущены, поскольку уравнение идентично 
форм колебаний.

яля всех

•Уравнение (2.10) представляет собой уравнение параметрически 
возбуждаемых колебаний оболочек.

Из формул (2.3) и (2.8) видно, что третье, слагаемое в (2.8), 
учитывающее инерцию вращения, приводит к уменьшению частоты 
собственных колебаний; второе, четвертое и пятое слагаемые, в зави­
симости от степени пологости оболочки, могут привести как к умень­
шению, так и к увеличению частоты собственных колебаний.

Второй член в уравнениях (2.2) или (2.10) в некоторой степени 
(т. к. в первых двух уравнениях движения учитываются лишь те 
инерционные члены, которые возникаю:՛ от нормального перемеще­
ния w) характеризует нелинейную инерционность системы.

Решения уравнения (2-10) ищем в виде
չր
2

0/
2 (2.13)

соответственно для нижней и верхней границ главной области не­
устойчивости [12]

0’^42=(1 + И)- (2.14)
Подставив (2.13) в уравнение (2.10) и пренебрегая влиянием 

высших гармоник, получим
02 а--т- 1 =0,

֊Լ(0շ
յՐ

2а — Ь2 г2 -0.
(2-15)

4 1
Принимая /0^А» из системы уравнений (2.15) получим

J 
за г Л ± 1/ (О2— 6; Հ-8Ձ2 (0*-6?) J- (2.16)



О параметрически возбуждаемых колебаниях анизотропных оболочек 35

где

I л-з7('-’։Х’-Т’)-22' вет
Здесь возможны следующие случаи

Л<0. Д>0, /1 = 0. (2.18)

В первом случае для имеем только одно положительное зна­
чение й характер установления резонансных колебаний качественно 
не будет отличаться от случая симметрично-собранной слоистой ор­
тотропной пластинки

В случае же Д > 0 обнаруживается явление динамического хлопка 
оболочки — после входа оболочки в резонанс наблюдается падение 
частоты до некоторого нижнего критического значения 0>. которое 
определяется из уравнения

(0;-о;4 Л)’ 8"- (0»-о;) = о.

Условие Д =0 занимает предельное положение и определяет 
значения параметрон оболочки, при которых динамический хлопок 
невозможен.

Рассматривая формулы (2.4) и (2.17). замечаем, что. в отличие 
от симметрично-собранных пластинок, здесь, в случае пластинки, 
’*0,-[т*=0. В этом случае, при определенном расположении слоев 
пластинки, возможно выполнение условия Л > 0, что .может привести 
к хлопку пластинки, а, следовательно, возникнет необходимость опре­
деления нижних критических частот параметрического резонанса пла­
стинок. В случае оболочек возможно обратное явление, т. е. при 
определенном расположении слоев оболочки возможно уменьшение 
склонности оболочки к хлопку.
Институт математики н механики

I АН Армянской ССР Поступила 27 I 1962

Վ. 3« Ч-fim նի

ՍեՐՏԱՎՈՐ ՍւՆՒՋՈՏՐՈՊ ՃԿՈՒՆ ЯИШЪЯЪЬРЬ 
ՊԱՐԱՄեՏՐԱԿսՆ ԳՐԳՌՈՒՍՆԱԴ ՄՍԼՍհՆ

Ա 1Г Փ П Փ II I» IT

ՀոդվԱ1ձա,էք դի ւոարկւիււ J Լ շերտավոր անի դո տր ո му ճկուն ի/ա դանթներքւ 
ւդարսլմևտրական դրդոու Ifiibրի խնդիրրւ

Տաշւքփաք են կա Հունացված ա ա ու ան ո ctfli և րի ամ муу իտու դնե րր ւոնկա հո։ - 

imf/րսն ւոիրույթներում:
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Ապացուցվում Լ, որ իք ա ղան իք ի շերտերի ո րո՞ակի ղ աո ա վ որ վ ած ա իք լան 
դեո^քում հաճւոխուկտնու իք լան իջեցում, իքաղսւնթր ոե դոնունսի մեջ րնկնեքա д 
հետո, տեղի չունի։ Ապացուցվում /; նաև, որ հաճա ի։ ական ա ի1 լան ալղպիոի 
անկում կարող է տեղի ունենաք ո< սիմետրիկ ՛սովս։ բուծ ոտքերի պարւոմե» 
տրական տտատնո։ մոերա մւ
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