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Проективно-дифференциальная геометрия 
двупараметрических семейств прямых и плоскостей 

четырехмерного пространства (II)

Введение

Как известно (см., например. |1]), изучение линейчатой гео
метрии связывается с проективно-дифференциальной геометрией под- 
ногообразий плюккеровой (или грассмановой) гиперквадрики пяти- 
lepnoro пространства.

В работах |2] и [3] ставится аналогичная задача для яроектив- 
ой теории семейств прямых и плоскостей четырех мерного простраи- 
тва. В отличие от трехмерного случая, здесь прямые (или плос

кости) отображаются в точки грассманова многообразия девятимер
ного пространства. Причем грассманово многообразие Զ (1,4) (или 
Ճ (2,4)) является шестимерной поверхностью пятого порядка и имеет 
уравнения

(рр) ֊ 12 34 — 13 24 +J4 23 = О,

ъ(рр) ֊ 12 35 — 13 25 4- 15 23 = 0,

о арр) 12 45—14 25 ; 15 24 = 0,

(рр) ֊ 23 45 24 35 -Ь 25 34 = 0.

(РР) J3 45 — 14 35 -}֊ 15 34 = О,

где ik— грассмановы (или плюккеровы) координаты прямой р (или 
дуальные грассмановы координаты плоскости). В |2| изучается теория 
линейных многообрази:: прямых и плоскостей четырех мерного про
странства. Все рассматриваемые здесь задачи тесно связываются с 
алгебраической геометрией. В работе [3] рассматривается первая часть 
проективно-дифференциальной теории двупараметрических семейств 
прямых и плоскостей четырехмерного пространства.

Настоящая статья является продолжением работы [3|. Здесь рас
сматриваются дифференциальные окрестности более высокого по
рядка (до третьего) семейств прямых и плоскостей.

֊ Jbuecwi AU. серии физ.-var. наук, № 3
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В § 1 с каждым лучом семейства связывается подвижной репер 
первого порядка и для выяснения его геометрического смысла пере
числяются некоторые результаты из [3].

Во втором параграфе рассматривается дифференциальная окрест
ность второго порядка и с помощью девятимерного пространства до
казывается ряд теорем. В частности, здесь найдена соприкасающаяся 
гиперповерхность Власова дву параметрического семейства прямых. 
Эта гиперповерхность способствует полной фиксации подвижного ко
ординатного репера.

В § 3 рассматривается соприкасающаяся гиперповерхность Вла
сова для конгруэнции прямых четырехмерного пространства. Здесь 
эта гиперповерхность вырождается в гиперконус второго порядка. 
Далее рассматриваются такие двупараметрические семейства прямых, 
отображение которых в является картановым многообразием.

В § 4 рассматриваются точки и прямые соприкосновения линей
чатых поверхностен, и они связываются с соприкасающейся гиперпо
верхностью Власова.

В пятом параграфе все полученные результаты по принципу 
двойственности четырехмерного пространства автоматически повто
ряются для двупараметрических семейств плоскостей. Здесь, в част
ности. получаются некоторые результаты из теории двумерных по
верхностей четырехмерного пространства. При введении дуального 
(тангенциального) репера ана. нтический аппарат для двойственных 
образов остается без изменения. Этот факт показывает, что для изу
чения теории многообразий плоскостей пространства Р.։ лучше поль
зоваться дуальным репером •■.•того пространства.

К настоящему времени создана богатая теория в области иссле
дования многомерных поверхностей /г-мериого проективного про
странства. Рассматривая теорию семейств /л-мерных плоскостей с по
мощью теории проективно-дифференциальной геометрии подмного
образий грассманова многообразия (^(т, п), мы имеем возможность 
воспользоваться результатами теории многомерных поверхностей, с 
одной стороны, и георией грассмановых многообразии алгебраической 
геометрии, с другой |5j.

Работа выполнена метолом внешних форм Картина |4].

§ 1. Выбор подвижного репера первого порядка

Как известно |3|, двулараметрическое семейство прямых /И», 
описанное ребром Л։А, подвижного репера /Լ, определяется диффе
ренциальны м и у ра вне ни я м и

wj =- <ւՀ = 0, «»>-| = аю;*,  «Հ = а'аг*,  (1.1)

где их*  и wj независимые формы семейства .И2. Формы w*  определяют 
инфинитезимальное преобразование
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dA> — (D«| • [* ”/ »՛■•*])

репера Л,. Выбор (1.1) координатного репера означает: 1) касатель
ные трехмерные подпространства линейчатых поверхностей = 0 н 
՛՛՛ - 0 являются соответственно подпространствами Л։ЛаЛ4.4. и 
•4։/Լ/Լ4ծ; 2) фокусы линейчатых поверхностей <՛•; — 0 к <Հ: О совпа
дают соответственно с точками Л... и А։; 3) касательные плоскости этих 
линейчатых поверхностей в фокальных точках совпадают соответ
ственно с плоскостями Л։Л2Л, и .4։.Լ,,4ձ

Мы здесь перечислим некоторые результаты из |3|.
(1) Касательное трехмерное подпространство линейчатой поверх

ности օՀ .»»? семейства Лт2 определяемся точками

Ն . ձ/Լ - ։'Д9).

(II) Касательные плоскости всех линейчатых поверхностей ссмсй-
ства М2 в точке 
пространству

.4, Т ք/.4? принадлежат одному трехмерному поз

(Л։. Лг, Л3 — рз .15, рЛ4 аЛ5).

Таким образом. с каждой точкой луча семейства А12 связы- 
нается определенное трехмерное (касательное в этой точке) подпро
странство (1.3)

(III) Каждая линейчатая поверхность ։<»:==  kwj семейства AL имеет 
единственную точку А։ • >.Լ. (фокус), определенную равенством 

֊ х/.. в силу которого два подпространства (1.2) и (1.3) совпадают.

*

(IV) Однопараметрическое семейство всех касательных подпро
странств (1.2) (или (1.3)) образует некоторый касательный конус вто
рого класса с уравнением

0. и2 — 0. Wa«4 — аа' (//5)2 = 0. (1.4)

где «/ дуальные координаты трехмерною подпространства в Р4.
Дифференциал аналитической прямой (Л։.4г)=12 в силу (1.1) 

напишется в виде

(112 — (и»{ ф wr) 12 — <о:’23 яш1 25 4- 14 4֊ a'w*  15, ((Л/ .4*)  ik).
(1-5)

Прямая 12 отображается в точку 12 грассманова многообразия 12(1.4) 
девятимериого пространства. Когда прямая 12 описывает семейство 
Л12, то ее отображение в /Հ описывает двумерное подмногообразие 
т... Из (1.5) вытекает, что касательная плоскость подмногообразия 
т2 определяется тремя точками

(12. 14 — а 25, 23 — э/ 15). (1.6)
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§ 2. Дифференциальная окрестность второго порядка
Внешнее дифференцирование системы (1.1) приводит к квадра

тичным уравнениям

իօ՜յ —a.։}4, и>4| -г ։»у| —0, [<!),’ — а'игф ։./*]  I֊ 0,

|<о| — չՀա»; — 11՛ и>4, о ՚}| -~ I Лх սՀ|—О, |<ч՛; — յա»1, aa^w?. տ4,] • [Да'ю։'j=0,
(2.1) 

где

Ла — di ; а (տ-— а)]—w4 — о>5), Ла' — di' 4՜ Հ (»>J u>^ ֊I֊ u>|).

Алгебраическим разрешением (2.1) находим

ato4 —10՜ = bw, a%'.’— o»J, = 4*  b'ud,• • I՜ I ֊ n Հ 1 1 I

ii>4 = 4՜ ^‘ՀԼ 4ժ X /• 4 I 1 •
(2.2)

u>՝] — a/arj — aa'co.' — erf frf, u>j - a«r aa't»՝? — f'rf

Да =/•՛>'։ 4 ь0>7« — Տ՜/ա>'* 1՜ ք'Հէ>՝՝-

С о и р и к а с а ющаяся г и п е р п о верхи о с ть Власова 3-го 
порядка. Как известно, семейство .44. представляется двумерным 
подмногообразием т» грассманова многообразия 2 (1.1). Дифферен
циальная окрестность первого порядка точки 12 лежит в касательной 
плоскости (1.6), а дифференциальная окрестность второго порядка 
лежит в пятимерном подпространстве

.12,23֊ з'1>. 1; х25. 4 1,, Հ15-с 24 ^25

-/' 15 />24 -/25-4- 34. с' 13 4 е' 15 - а 24 - g 25 - - 2a 45). (2.3)

Пусть точка 34 находится на плоскости (2.3). Тогда будем 
иметь

/> = />'=/ = /'^ 0. (2.4)

Известно, что каждое пятимерное подпространство пересекается 
с грассмановым многообразием по некоторой двумерной поверхности, 
представляющей линейное двупараметрическое семейство прямых 
четырехмерного пространства. Это семейство образует некоторую 
гиперповерхность третьего порядка, названную нами гиперповерхно
стью Власова |2|. В этой же работе доказывается, что поверхность 
Власова есть геометрическое место всех прямых, пересекающих че
тыре фиксированные плоскости в общем положении.

Пусть две из этих плоскостей совпадают с гранями 4V43.4. н 
.42.4./15. Тогда в силу (2.3) будем иметь

а = а' = с = с՛ = 0. (2.5)1

Теперь уравнения семейства напишутся в виде
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<։)2 = aw!, w!, = a'o>3, «)^ = 0, in՝' = О,
С2.6)

ш? — 2aa'«>! = ё<о?, օՀ — 2aa'w;! - ժ'<Հ. Да = gw*,  ձօ.' = g'w3..

В силу этих уравнений подвижной репер полностью фиксируется. 
Такая фиксация репера не нарушает общности двупараметрического 
семейства прямых AL.

Действительно, внешний дифференциал системы (2.6) имеет вид

|2au>' — £«ф օՀ| -|- խ2<Հ| = 0, ]2a'w‘ — g>|. %’| 4֊ խ} Հ1 = °.

|u>‘ «4| 4- е խ3 «>|] = 0. |«| <•>?] 4֊ e' |<Հ ա|| = 0.
(2.7)

|Ae —2ag'wj—W3| -T- [2aa'«.‘f — awj. *Հ|  = 0.

1 |ձժ' — 2a'gtoJ au>}, »4| 4- |2aa'wi — e'a'wj - a'wj, <•»՛] | = 0,

|Ag»’4| — (aa>J 4- aew3 4՜ a47,0.v 01ii =

— [a'wj 4- a'e'wl 4- ag'«rj|, <4 | = 0.
где

A«? = de 4- e («>| — 2«J °4). A’fc' = de' | e՛ (w| — 2u>J wg),

Ag=Հհ -t g (2«4 2<հ{ — ®J 4- <«>|) 4- ֊a (w4 ՜ ~

&g' = dg' i g՛ (2<qJ — 2«,:! — <°շ 4- ">?) 4՜ 2®' (WJ — րյ-'հ —

Эта система определяет многообразие Л!., с произволом четырех 
функции двух аргументов, т. е. произвол семейства не уменьшается.

Пятимерное подпространство после этих упрощений напишется 
в виде

(12. 23 - а' 15, И — а 25, £' 15 — е 25 4֊ 2а' 35՜, 34, е' 15 — g25 — 2а 45).
(2.8)

Его пересечение с грассмановым многообразием представляет линей
ное двупараметрическое семейство прямых L., четырех мерного про
странства [2]. Семейство прямых L.. образует гиперповерхность Вла-
сова 3-го порядка, точечное уравнение которой легко получается из
(2.8) н имеет вид

х3 — л՜1 0 о о о о

х* 0 0 0 10 0

-х5 0 х1 я **
 о 1 1

*•

0 х2 0 ֊10 0 0 = 0. (2.9)

0 0 х՝ « 
О

0 - х5 хА 0 0 -2a' 0

0 0 х' 0 0 0 2a
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Пять ассоциированных плоскостей конфигурации Власова одновре
менно пересекаются всеми лучами линейного многообразия /.г [2j. 
Пусть а.к являются дуальными грассмановыми координатами одной из 
этих плоскостей. Так как пересечение плоскости а.к и прямой /7; 
обеспечивается условием а.:, ik — 0 (см. |2|), кроме того числа «J 
удовлетворяют равенствам ?,(аа! -О, то в силу (2.8) для a/k полу
чим пять решений. Два решения из них даю;՛ две плоскости Я։ДаД5и 
А2ЛГ45. я три другие решения представляют остальные плоскости 
конфигурации :>.՛։?; зава. Координаты этих трех плоскостей удовлет- 
во ря ют уравнения м

Ք.,է=1(7/):(«ր>)3. մ..5 7.'(Ли)3՛ Պ;: = <Ն։ = °.

au = a«'(o։ft)=. 2яЙ7э5=(), е’ДГ1 2аа45 = 0. (2.10)

а=а> - ր-g' (als)2 Д ga7/K1 Շ՛ = 0.

где принято «2։.т—1. На каждом луче .’мейства И. находятся пять 
точек, где плоскости конфигурации Власова пересекаются с лучом. 
Эти точки здесь называются точка ин Власова. Пять линейчатых по
верхностей семейства ЛГ. у каждой из которых фокус (см. |3)) сов
падает с точкой Власова, называются линейчатыми поверхностями 
Власова. Две из пяти линейчатых поверхностей Власова совпадают с 
поверхностями u>J»O, <=0.

Таким образом, с каждым, лучом двупараметрического се
мейства прямых связывается единственная соприкасающаяся ги
перповерхность Власова третьего порядка, которая содержит 
все прямые дифференциальной окрестности второго порядки луча 
семейства.

§ 3. Соприкасающаяся гиперквадрика конгруэнции прямых 
четырехмерного пространства

Конгруэнция прямых четырехмерного пространства является фо
кальным двупараметрическнм семейством прямых. Она характери
зуется условиями [3]

а=0. а'-0. (3.1)

В силу (3.1) из (2.2) получим /=/' = ,հ֊ Հ' = 0. Посредством вы
бора репера мы получим еще условия ծ = />' = 0. После такого вы
бора репера псе v до ՛<я (2 5) уже нарушаются. Соприкасающаяся 
5-плоскость (2.3) теперь имеет вид

(12, 23. 14. 34, а' 13. с24 -с 25. г'13 с’15— </21) (3.2)

и пересекается с грассмановым многообразием по двумерным под
многообразия!.!. пр՛. яс я; ляющим. части.-֊։ ;։ случай линейного много
образия прямых I... четырехмерного пространства. Совокупность этих 
прямых o6pa?.yei гиперповерхность второго порядка
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X3 0 а' с* •

О —х4 с а
О —х5 е 0 =0 (3'3)

х& О о <*' |

и гиперплоскость Xs = О, т. е. п этом случае гиперповерхность Вла
сова является приведенным многообразием. Гиперповерхность (3.3) 
является конусом второго порядка, вершина которого совпадает с лу
чом конгруэнции. Две. фокальные плоскости конгруэнции являются 
образующими плоскостями для этого конуса. Конфигурация Власова 
в этом случае вырождается в совокупность всех плоскостей, инци
дентных с лучом конгруэнции и принадлежащих касательному трех
мерному пространству

Таким образом, с каждым лучом конгруэнции четырехмерного 
прт транс тва связывается определенная соприкасающаяся гипер
квадрика (конус) (3.3). которой принадлежат все прямые диффе
ренциальной окрестности второго порядка.

Кар та но вы многообразия. Если отображение конгруэн
ции в дёйятимерном пространстве является картановым .многообра
зием, т. е. его соприкасающаяся плоскость имеет размерность четыре, 
го из (3.2) получим

е — е' — 0, аа' — сс' ֊ 0, (3.4)

откуда следует, что .4ր4և. описывает конгруэнцию W, принадле
жащую трехмерному пространству Д։4^Л3А4. Таким образом, ото
бражение конгруэнции в девятимерном пространстве является 
картановым многообразием тогда и только тогда, когда кон
груэнция является конгруэнцией W трехмерного подпространства

Из (2.3) следует, что существует (кроме конгруэнции) также 
другой класс двупараметрического семейства прямых, отображение 
которого в Ра является картановым многообразием. Этот класс ха
рактеризуется условием

а' = О, а' = с — е — 0.

В этом случае единственная сопряженная сеть картанова многообра
зия является самосопряженной сетью с уравнением «Հ = 0.

Пересечение соприкасающейся 5-пл ос кост и с 
касательной 6-плоскостью грассманова многообра
зия. Касательная 6-плоскость грассманова многообразия в точке 12 
определяется точками

(12,13, Й, "15, 23, 24, 25). (3.5)

В общем случае эта плоскость пересекается с соприкасающейся 
о-плоскостыо (2.8) по касательной 2-плоскости (1.6). Размерность пере
сечения равна трем только при а'—0 (или з = 0) и равна четырем 
только при z = a'=0. Соприкасающаяся 5-плоскость (2.8) не может 
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целиком находиться в шестимерном касательном подпространстве (3.5). 
Таким образом, соприкасающаяся 5-плоскость отображения т? двупа- 
раметрнческого семейства прямых четырехмерного пространства пе
ресекается с касательной 6-плоскостыо грассманова многообразия в 
общем случае только ио касательной к т2 2-плоскостью (1.6). 
Максимальная размерность этого пересечения равна четырем и со
ответствует случаю, когда т.. является отображением конгруэнции.

§ 4. Точки и прямые соприкосновения линейчатых 
поверхностей

Каждая тройка прямых в общем расположении пересекается 
единственной четвертой прямой четырехмерного пространства. Следо
вательно, существует единственная прямая, пересекающая три беско
нечно близких луча общей линейчатой поверхности четырех мерного 
пространства. Естественно эту прямую назвать прямой соприкосно
вения, а точку пересечения ее с лучом линейчатой поверхности 
— точкой соприкосновения.

Подсчитывая положение точки соприкосновения линейчатой по
верхности Власова «Հ- 0. мы заметим, что она совпадает с точкой 

Имея в виду, что все плоскости в конфигурации Власова равно
правны |2|, будем иметь теорему: Точка соприкосновения каждой 
линейчатой поверхности Власова авупараметрического семейства 
прямых совпадает с фокусом- той же линейчатой поверхности.

Линейчатые поверхности Власова этим свойством не характери
зуются. Требование, чтобы точка соприкосновения совпала с фокусом 
линейчатой поверхности двупараметрического семейства прямых, при
водит к дифференциальному уравнению. Следовательно, через каждый 
луч двупзраметрического семейства прямых проходит сю1 линейчатых 
поверхностей, у которых фокусы совпадают с точками соприкосно
вения.

Прямые соприкосновения всех линейчатых поверхностей, про
ходящих через данный луч, образуют некоторую линейчатую поверх
ность, названную здесь линейчатой поверхностью соприкосновения 
двупараметрического семейства.

§ 5. Двойственность

Все полученные результаты, согласно принципу двойственности 
(точка------ гиперплоскость, прямая - -> плоскость) четырехмерного
пространства, можно автоматически повторить для двупараметри
ческого семейства плоскостей п2 с помощью введения дуального 
репера. Аналитический аппарат при этом остается без изменения.

* Прямая соприкосновения находится в .инволюции* с 12, d 12 (mod Հ1,) и 
(Ր 12(mod <•>?]), из которых получается шесть условии, однозначно определяющих 
эту прямую.
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1) Произвольная точка про
странства выражается через вер
шины репера в виде

/И = х1 At.

2) Инфинитезимальные пере
мещения репера пишутся в виде

где
D«>j = [<о^<о* ’|.

3) Двупараметрическое се
мейство прямых, описанное лу
чом Я։Л2. определяется уравне
ниями
wj = ”>?, = 0, »•)■? = аш.։, io՛. — Յ՜ա'?- 1 к ’ 1

относительно репера первого по
рядка.

1) Произвольная гиперпло
скость пространства выражается 
через грани (гиперплоскости) ре
пера в виде

т — Х: а,
2) Инфинитезимальные пере

мещения репера пишутся к виде 

где
Ոճք = |Զ'Ճ*|.

3) Двупараметрическое се
мейство плоскостей, описанное 
плоскостью քշ-յճօ, определяется 
уравнениями
Ճ) = Չ*  = 0, - aQJ, և»:; - յ'ԶՅ

относительно репера первого по
рядка.

Геометрический смысл такого выбора подвижного репера для 
семейства плоскостей выявляется также по принципу двойствен

ности. Именно: (I) Фокусы однопараметрических семейств плоскостей 
2? = 0 и ճ]=0 совпадают соответственно с точками (аха.а,ха^) и 
Անճտ®Յճ5): (П) Касательные трехмерные подпространства (см. |3|) се
мейств $Հ1 = 0 совпадают соответственно с подпространствами
Պ и ոհ, (И!) Фокальные прямые этих семейств в их касательных под
пространствах (см. [3|) совпадают соответственно с прямыми (а,а2а4) 
и (а։а2а3).

Как известно [2], гиперповерхность Власова третьего порядка 
является геометрическим местом всех прямых, пересекающих четыре 
плоскости в общем расположении. Дуальная „гиперповерхность “ 
Власова третьего класса есть геометрическое место всех плоскостей, 
пересекающих четыре прямые в общем расположении. Так как дву- 
пзраметрическое семейство прямых обладает соприкасающейся поверх
ностью Власова, то результат, двойственный этому, можно формули
ровать в виде следующей теоремы: С каждой плоскостью двупа
раметрического семейства плоскостей связывается единственная 
соприкасающаяся дуальная гиперповерхность Власова, которая со
держит все плоскости дифференциальной окрестности второго 
порядка данной плоскости семейства.

Пусть плоскость аэа4 является образующей плоскостью, а ребра 
ՊՊՃ> и а.,а4а:—направляющими прямыми для дуальной гиперповерх
ности Власова. Тогда двупараметрическое семейство плоскостей опре
делится линейными уравнениями
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2; = օ2Հ 2‘=х'2?. 21 = 0. 21-= 0,

Զ՛ 2аа'24 - £2*  2< - 2яа'2? = £'2< 4 -J 1 л Թ 4r

ձ« 6ԶԼ Да' G'2՝L

Эта система определяет даупараметрическое семейство плоскостей с 
произволом четырех функций от двух аргументов. Следовательно, 
выбор дуального репера не нарушает общности -того семейства. От
носительно этого репера дуальное (тангенциальное) уравнение ги
перповерхности Власова запишется в виде

№ -АГ» 0 0 0 0 °
А’4 0 0 0 1 0 0

-А° 0 А'* а 0 -G' -г

0 X1 0 — 1 0 0 0 о
0 0 Л'1 0 а е G
0 ֊%* ХЛ 0 0 -2а’ 0

0 0 А'* 0 0 0 2а

Так как с каждой четверкой направляющих прямых ассоцииру- 
•ется пятак пряма:; и все пять прямых равноправны в дуальной кон
фигурации Власова, то с каждой плоскостью о© ° семейства связыва
ются пять с ней пересекающихся прямых Власова и, следовательно, 
пять трехмерных подпространств Власова.

Известно [3|, что с каждым ос1 семейством плоскостей = 
двупараметрического семейства связывается единственное подпростран
ство ах — ра1։ называемое касательной гиперплоскостью о©1 семейства, 
которое определяется уравнением а> = а/. и обладает тем свойством, 
что фокус х:: семейства плоскостей н этом подпространстве совпа
дает с фокальной точкой данного семейства плоскостей. Согласно 
этому, пять трехмерных подпространств Власова определяют пять 
однопараметрических семейств плоскостей Власова, проходящих 
через данную плоскость семейства плоскостей.

Соприкасающаяся дуальная гиперквадрика дву
мерной поверхности пространства R работе |3| была 
доказана теорема: овойственный образ конгруэнции прямых в Ր*  
является многообра исм всех касательных плоскостей некоторой 
двумерной поверхности и наоборот. Следовательно, результаты 
теории конгруэнции в можно перевести по принципу двойствен- 
мости в теорию двумерных поверхностей гою же пространства. В 
п. 3 мы доказали, что с каждым лучом конгруэнции связывается оп
ределенная соприкасающаяся гиперквадрика (конус) (3.3), которой 
принадлежат все прямые дифференциальной окрестности второго 
порядка. Двойственный результат сформулируется следующим обра
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зом: с каждой точкой двумерной поверхности пространства Р., 
Связывается определенная соприкасающаяся .гиперквадрика*  с 
уравнением

X3 0 A’ С

о Л'* С А
= 0

0 -zV5 Е 0
.V5 0 0

которой принадлежат все касательные плоскости ыиа'чреренциаль- 
кой окрестности второго порядка данной точки поверхности.

Если вдоль каждой (проходящей через данную точку двумерной 
поверхности) линии взять три бесконечно близкие точки, то три ка- 
сл тельные плоскости и этих точках определяют единственную чегвер- 
тую плоскость, пересекающуюся с каждой из них по прямой. Любо
пытно. ЧТО эта четвертая п 1<к кость совпадает с соприкасающейся 
плоскостью панной линии. Соприкасающаяся плоскость с донной 
Плоскостью ֊х*  семейства образует и которое трехмерное подпро
странств^ называемое гиперп.ин ксн тью соприкосновения.

Если конгруэнция принадлежит трехмерном) подпространству, 
то ее действительный образ представляет «г плоскостей, проходя
щих через фиксированную точку, г. е. в этом случае поверхность 
сжимается в одну точку. Такое семейство плоскостей обладает всеми 
свойствами, двойственными свойствам конгруэнций трехмерного под
пространства.

.риямскии педагогический институт нм. X. Лбоияна
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U. I.*.  Uturasu)k«juiR

«ШФ ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՈհՂԽՂՆեՐԻ ЬЧ. ՃՍՐԹՈՒԹՅՈհՆՆեՐՒ 
եՐԿՊԱՐԱմեՏՐԱՆՈ8 ԸՆՏԱնհՔնեՐՒ ՊքՈՅեԿՏՒՀ-ԴՒՖեՐԵՆՑՒԱԼ 

ԵՐԿՐԱՋԱՓՈհԹՅՈՒՆԸ HI՛

Ա էր Փ II Փ II |< tr

|v| աշխոաէու իք րոն մեջ էորվաձ է րաուս լավ. տարածութ[ս.ն տղիղների և 
թլունների րնտանիրի ղծալին ւււեւոււ ք.4ր>ւնր, »•/’/» հնարավորտ fJրոն Լ 

•'ՈԱլիս անղնելու նայն էլեմենտների րոլոր հնարավոր րնաանիրներիուրոլեկ- 
"վսի դիֆերենցի», ք երկրաչափ-է քքլանրւ | ՛է j աշխտատի! լան մեջ տրված է 
նայն տարածու խրսն ուղիղների և հար(J։n(Jլունների երկպարամետրտնոքյ 
րնտանիրների նախնական տհւււս իքրււնրւ

Արւ աչխտտա р լանր ՛հանդիսանա մ Լ |Д|«Д “արա նս»կ,ոիքրսնր և նվիր
ված Է ուղիղների ևրկպարամեէորանո^ րն ա ան ի րն ե ր ի ավելի րարծր կարղի
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• — =— -=~ -■--—=՜ - . — —■ ■— , т—_ _ւ=___ ___ : — -аж:

դիֆերենցիալ շրջապատի ուսումնասի րա թ լանր։ IIտարված ա րդրսնրնե րը< 
երկվաթլտն սկդրսւնքի համաձայն, կրկնվում են հարի! ա (d լուննհրի երկպսւ- 
րամեարս/նււց ընաանիերի համար:

Աշխատսւթլան մեջ արլ ընտանի րների ահ սա [dրււնր րերվտծ է իննա- 
չափ աարածտ թ լան ղրասմանլան րա րլմաձևա թրսն ենի1 արաt/մաձեա թ{ան
ների պրո {եկտիվ-դիֆերենցիալ (կետ ալին) ե րկրա չափաի! լանր: Ալս մոտե
ցումը հնարավորության Լ տալիս Օէլավևլա հանրահաշվական երկրաչափու- 
jdրսն հարաւոււ տե ит,йլունից :

ЛИТЕРАТУ 1> Л

1. Карапетян Շ. Е. Сопряженные многообразия и их приложения. 1ЛН СССР, 133, 
№ 5. I960.

2. Карапетян С. Е. Линейные многообразия прямых и плоскостей четырехмерного 
проективного пространств;։. Известия Ail ЛрмССР. серия фнз.-мат. наук, 15- 
№ 1. 1962.

3. Карапетян С. Е. Проективно-дифференциальная геометрия лвулараметрнчсскнх 
семейств прямых и плоскостей (1). Известия ЛИ ЛрмССР, серия физ.-мат. 
наук. !5. № 2. 1962.

•1. Фиников С. И Метод внешних форм Картана. М.—Л., Гостехиздат. 194$.
5. Хижд В. и ПиОо Д. Методы алгебраической геометрии. IIЛ, т. I. И. М.. 1954.


	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26

